
248 2015



 

 
Komitet Redakcyjny 

Krystyna Lisiecka (przewodnicząca), Monika Ogrodnik (sekretarz), 
Alojzy Czech, Florian Kuźnik, Maria Michałowska, Antoni Niederliński, Irena Pyka,  

Stanisław Swadźba, Tadeusz Trzaskalik, Janusz Wywiał, Teresa Żabińska 
 
 

Rada Programowa 
Lorenzo Fattorini, Mario Glowik, Miloš Král, Bronisław Micherda, 

Zdeněk Mikoláš, Marian Noga, Gwo-Hsiung Tzeng 
 
 

Redakcja naukowa 
Tadeusz Trzaskalik 

 
 

Redakcja językowa 
Urszula Czerwińska 

 
 

Skład 
Mirosław Safian 

 
 
 

© Copyright by Wydawnictwo Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach 2015 
 

ISSN  2083-8611 
 

Nakład: 150 egzemplarzy 
 

Wersją pierwotną Studiów Ekonomicznych jest wersja papierowa 
 

Publikacja jest dostępna na stronie internetowej Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach: 
www.ue.katowice.pl/jednostki/wydawnictwo, a także w bibliograficznej bazie BazEkon: 

kangur.uek.krakow.pl/bazy_ae/bazekon/nowy/advanced.php 
 

Wszelkie prawa zastrzeżone.  
Każda reprodukcja lub adaptacja całości bądź części niniejszej publikacji,  

niezależnie od zastosowanej techniki reprodukcji, wymaga pisemnej zgody Wydawcy 
 

Druk i oprawa 
EXPOL P. Rybiński, J. Dąbek Spółka Jawna 

ul. Brzeska 4, 87-800 Włocławek 
 

 
 

WYDAWNICTWO UNIWERSYTETU EKONOMICZNEGO W KATOWICACH 
ul. 1 Maja 50, 40-287 Katowice, tel.: +48 32 257-76-33, faks: +48 32 257-76-43 

www.wydawnictwo.ue.katowice.pl,  e-mail: wydawnictwo@ue.katowice.pl  



 

 
 
 
SPIS TREŚCI 
 
 
Marcin Anholcer 
Algorytm dla wieloasortymentowego stochastycznego zadania  
transportowego ................................................................................................  7 
 

Krzysztof Dmytrów 
Taksonomiczne wspomaganie wyboru lokalizacji w procesie  
kompletacji produktów ...................................................................................  17 
 

Mariusz Doszyń, Krzysztof Dmytrów 
Obciążenie magazynu w kontekście trafności systemu prognoz sprzedaży ...  31 
 

Helena Gaspars-Wieloch 
O regule decyzyjnej wspierającej wielokryterialne poszukiwanie  
optymalnej strategii czystej w warunkach niepewności .................................  42 
 

Bartłomiej Gaweł, Bogdan Rębiasz, Iwona Skalna 
Teoria prawdopodobieństwa i teoria możliwości w podejmowaniu  
decyzji inwestycyjnych ...................................................................................  62 
 

Barbara Gładysz, Kazimierz Frączkowski 
Wielowymiarowa analiza czynników sukcesu projektów IT ..........................  80 
 

Stefan Grzesiak, Robert Jóźwiak 
Interpolacja funkcji taryfowej w optymalizacji podatku dochodowego  
od osób fizycznych .........................................................................................  90 
 

Urszula Grzybowska, Marek Karwański 
Szacowanie parametrów ryzyka kredytowego przy użyciu rodzin  
klasyfikatorów ................................................................................................  107 
 

Andrzej Karpio, Dorota Żebrowska-Suchodolska 
Ryzyko rynkowe otwartych funduszy emerytalnych mierzone korelacją  
z indeksem uwzględniającym WIG i TBSP ....................................................  121 
 

Jacek Konciak 
Ryzyko pożaru w budynkach mieszkalnych w Polsce w latach 2000-2010 ...  134 
  

Adam Krzemienowski 
Zastosowanie rozkładu najgorszego przypadku do konstrukcji stabilnego  
portfela inwestycji finansowych .....................................................................  150 
 



 

Tomasz Kuszewski, Agata Sielska 
Profile produkcyjne producentów rolnych w regionach FADN dla Polski .....  161 
 

Piotr Miszczyński 
Przykład wykorzystania wskaźnika CLV w ocenie projektu inwestycyjnego ....  180 
 

Krzysztof Piasecki 
O stopie zwrotu oszacowanej przez intuicyjny rozmyty zbiór  
probabilistyczny .................................................................................................  195 
 

Marcin Salamaga 
Analiza determinantów wyboru kierunków eksportu z wykorzystaniem  
drzew decyzyjnych..........................................................................................  206 
 

Zbigniew Świtalski 
Some properties of competitive equilibria and stable matchings  
in a Gale-Shapley market model .....................................................................  222 
   

Grzegorz Tarczyński 
Wybór sposobu składowania towarów w automatycznym magazynie  
niewielkich jednostek ładunkowych ...............................................................  233 
 

Grażyna Trzpiot, Justyna Majewska 
Modelowanie ryzyka długowieczności – ujęcie regionalne ............................  245 
 

Grażyna Trzpiot, Jacek Szołtysek 
Analiza preferencji jakości życia seniorów w miastach .................................  257 
 

Stanisław Wieteska 
Ubezpieczenia odpowiedzialności cywilnej podmiotów za szkody  
wyrządzone przez niebezpieczne produkty nieżywnościowe codziennego  
użytkowania w gospodarstwach domowych w Polsce ...................................  275 
 
 
 
SUMMARIES 
 
 
Marcin Anholcer 
Algorithm for stochastic generalized multicommodity transportation  
problem ...........................................................................................................  16 
 

Krzysztof Dmytrów 
Taxonomic support of selection of locations in the process  
of order-picking ..............................................................................................  30 
 
 



 

Mariusz Doszyń, Krzysztof Dmytrów 
Occupancy of the magazine in the context of accuracy of sales forecasting  
system .............................................................................................................  41 
 

Helena Gaspars-Wieloch 
On a decision rule for searching an optimal pure strategy in uncertain  
multicriteria decision making .........................................................................  61 
 

Bartłomiej Gaweł, Bogdan Rębiasz, Iwona Skalna 
Probability theory and possibility theory in investment decision making ......  79 
 

Barbara Gładysz, Kazimierz Frączkowski 
Multidimensional analysis of factors of IT project success ............................  89 
 

Stefan Grzesiak, Robert Jóźwiak 
Interpolation of tariff function in optimisation of personal income tax ..........  105 
 

Urszula Grzybowska, Marek Karwański 
Families of classifiers application in credit risk parameters estimation .........  120 
 

Andrzej Karpio, Dorota Żebrowska-Suchodolska 
Market risk of the open-end pension funds measured by correlation with  
the index taking into consideration WIG and TBSP .......................................  133 
 

Jacek Konciak 
Victims of fires and local threats that took place in residential buildings  
in Poland in 2000-2010 ...................................................................................  149 
  

Adam Krzemienowski 
Construction of a stable portfolio of financial investments by means  
of the worst-case distribution ..........................................................................  160 
 

Tomasz Kuszewski, Agata Sielska 
Production profiles of polish agricultural producers in FADN regions ..........  179 
 

Piotr Miszczyński 
Example of use of CLV indicator to assess investment project...........................  194 
 

Krzysztof Piasecki 
On return rate estimated by intuitionistic fuzzy probabilistic set ......................  205 
 

Marcin Salamaga 
Analysis of the determinants of the choice of export directions with using  
classification trees ...........................................................................................  221 
 

Zbigniew Świtalski 
Some properties of competitive equilibria and stable matchings   
in a Gale-Shapley market model .....................................................................  222 



 

Grzegorz Tarczyński 
Selection of method of storage location assignment in miniload warehouses ....  244 
 

Grażyna Trzpiot, Justyna Majewska 
Modeling of longevity risk in a regional context ............................................  256 
 

Grażyna Trzpiot, Jacek Szołtysek 
Analysis of the preference of the quality of life of seniors in cities ...............  274 
 

Stanisław Wieteska 
Liability insurance for damage caused by dangerous non-food products  
of everyday use in households in Poland ........................................................  289 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



                           
                                                                          Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe 
                                                                  Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach 
                                                                         ISSN 2083-8611                      Nr 248 · 2015 
 

 
 
Marcin Anholcer 
 
Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu 
Wydział Informatyki i Gospodarki Elektronicznej 
Katedra Badań Operacyjnych 
m.anholcer@ue.poznan.pl 
 
 
 

ALGORYTM DLA WIELOASORTYMENTOWEGO 
STOCHASTYCZNEGO ZADANIA  

TRANSPORTOWEGO1 
 
Streszczenie: W wieloasortymentowym zadaniu transportowym celem jest optymalizacja 
transportu kilku (co najmniej dwóch) dóbr od dostawców do odbiorców. W stochastycz-
nej wersji zadania wielkości popytu poszczególnych odbiorców na poszczególne dobra 
są zmiennymi losowymi, a celem jest minimalizacja sumy kosztów transportu i wartości 
oczekiwanej dodatkowych kosztów związanych z realizacją dostaw w wielkości innej 
niż rzeczywista realizacja popytu. W uogólnionej wersji zagadnienia zakłada się ponadto, 
że ilości transportowanych dóbr zmieniają się w czasie transportu. W pracy przedsta-
wiony został model zadania i zaproponowana metoda jego rozwiązywania. 
 
Słowa kluczowe: uogólnione zadanie transportowe, stochastyczne zadanie transportowe, 
wieloasortymentowe zadanie transportowe, metoda wyrównań. 
 
 
Wprowadzenie 
 

W klasycznym zadaniu transportowym jednorodne dobro dostarczane jest od 
dostawców do odbiorców. Dane są w szczególności jednostkowe koszty transportu, 
wielkości podaży dostawców i wielkości popytu odbiorców. Celem jest znalezienie 
takiego planu dostaw, który spełnia wszystkie ograniczenia podażowe i popytowe, 
jednocześnie minimalizując całkowity koszt transportu. Zmienne decyzyjne mają 
podwójne indeksy – jeden indeks odpowiada dostawcy, drugi odbiorcy. 
                                                 
1  Niniejsza praca powstała w ramach projektu „Optymalizacja nieliniowa w wybranych zastoso-

waniach ekonomicznych”. Projekt został sfinansowany ze środków Narodowego Centrum Nauki 
przyznanych na podstawie decyzji numer DEC-2011/01/D/HS4/03543. 
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W przypadku zadania wieloasortymentowego, transportowanych jest jedno-
cześnie kilka towarów (co najmniej dwa). W tym przypadku zmienne są potrój-
nie indeksowane – jeden indeks odpowiada dostawcy, drugi odbiorcy, trzeci zaś 
transportowanemu dobru.  

W przypadku gdy ilość towaru zmienia się w trakcie transportu (czy to na 
skutek jego właściwości fizykochemicznych, czy też zdarzeń losowych), zasadne 
jest rozpatrywanie ogólniejszego modelu, tzw. uogólnionego zadania transportowe-
go (w literaturze polskiej zwanego również zagadnieniem rozdziału, ze względu 
na jedno z zastosowań; ang. Generalized Transportation Problem, GTP). Teoria 
i wybrane zastosowania uogólnionych przepływów, a w szczególności uogól-
nionych zadań transportowych przedstawione zostały na przykład w [Ahuja, 
Magnanti i Orlin, 1993, rozdz. 15]. Różne algorytmy rozwiązywania zadań z tej 
rodziny można znaleźć między innymi w pracach [Glover, Klingman i Napier, 
1972; Goldberg, Plotkin i Tardos, 1988; Ahuja, Magnanti i Orlin, 1993, rozdz. 15; 
Wayne, 2002]. Wybrane zastosowania w praktycznych problemach gospodarczych 
opisane zostały w [Nagurney i in., 2013]. Szczególny przypadek, czyli GTP, został 
omówiony m.in. w pracach [Balas, Ivanescu, 1964; Lourie, 1964; Balas, 1966]. 
W pracy [Anholcer i Kawa, 2012] autorzy wykazali związek między poziomem 
reklamacji (czyli ogólniej procentowym udziałem ilości towaru, która nie jest 
dostępna u odbiorcy) a stopniem złożoności optymalnej sieci dystrybucji. 

Stochastyczne zagadnienie rozdziału to bliższa rzeczywistości wersja pro-
blemu, w której popyt odbiorców na poszczególne dobra nie jest znany. Zakła-
damy jednak, że znany jest jego rozkład dla każdego z odbiorców. Stosując podej-
ście Dantziga–Madansky’ego, staramy się zminimalizować wartość oczekiwaną 
całkowitego kosztu transportu, dostaw, magazynowania itd. Szczególny przypa-
dek tego typu zadania (stochastyczne zadanie transportowe, SGTP) był analizo-
wany m.in. w pracach [Sikora, Runka i Pyrzyński, 1991; Sikora, 1993a; Anholcer, 
2005; Anholcer, 2008a; Anholcer, 2008b]. We wszystkich tych pracach anali-
zowana była metoda wyrównań, w [Anholcer, 2005; Anholcer, 2008a] wykazano 
jej zbieżność w jednej z ogólnych postaci. W [Anholcer, 2012] przedstawiono me-
todę opartą na zbliżonej idei dla stochastycznego uogólnionego zagadnienia 
transportowego, a w pracy [Anholcer, 2015] – dla nieliniowego uogólnionego 
zagadnienia transportowego. Dowiedziono też zbieżności tej wersji metody, wy-
korzystując m.in. twierdzenia o zbieżności zawarte w [Bazaraa, Sherali i Shetty, 
1993, rozdział 7]. Tak zwaną iteracyjną metodę lasu (Forest Iteration Method) 
dla stochastycznego zadania transportowego zaprezentowano w pracy [Qi, 
1985], a uogólnioną jej wersję (iteracyjna metoda A-lasu, A-Forest Iteration 
Method) – w pracy [Qi, 1987]. Stochastyczne zadania transportowe z dyskret-
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nym rozkładem popytu były analizowane w pracy [Sikora, 1993a], zaś jego 
uogólniona wersja – w [Anholcer, 2013]. W żadnej ze znanych autorowi prac 
nie zajmowano się wieloasortymentową wersją zagadnienia. 

W niniejszym artykule zaprezentowany zostanie sposób wykorzystania 
zmodyfikowanej metody wyrównań dla stochastycznego uogólnionego wielo-
asortymentowego zadania transportowego. Kolejne rozdziały zawierają kolejno: 
sformułowanie problemu, algorytm, wyniki eksperymentów numerycznych i koń-
cowe wnioski. 
 
 
1. Sformułowanie problemu 
 

Niech ݅ = 1,… ,݉ oznacza indeks dostawcy, ݆ = 1,… , ݊ indeks odbiorcy, 
zaś ݇ = 1,… ,  indeks towaru. Dla wszystkich kombinacji indeksów dane są – ݌
jednostkowe koszty transportu ܿ௜௝௞  towaru ݇ od dostawcy ݅ do odbiorcy ݆, wiel-
kości podaży ܽ௜௞ towaru ݇ u dostawcy ݅ i wielkości popytu ௝ܾ௞ na towar ݇ u od-
biorcy ݆. Celem jest znalezienie takiego planu dostaw, który spełnia wszystkie 
ograniczenia podażowe i popytowe, jednocześnie minimalizując całkowity koszt 
transportu. W klasycznym sformułowaniu problemu pojawiają się jeszcze ogra-
niczenia na łączną ilość towarów, jaka może zostać przetransportowana od po-
szczególnych dostawców do poszczególnych odbiorców. Ze względu na ich 
techniczny charakter i niewielki związek z rzeczywistością, zostaną one pominięte 
w tej pracy. Przyjmując, że zmiana w ilości towaru ݇ przewożonego od dostaw-
cy ݅ do odbiorcy ݆ reprezentowana jest przez mnożnik ݎ௜௝௞, liniowe wieloasorty-
mentowe uogólnione zadanie transportowe można zapisać w postaci (oznaczmy 
je przez GMTP): 

minቐ݂(ݔ) =෍෍෍ܿ௜௝௞ ௜௝௞௣ݔ
௞ୀଵ

௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ ቑ 

p.w. ෍ݎ௜௝௞ݔ௜௝௞௠
௜ୀଵ = ௝ܾ௞, 	݆ = 1,… , ݊, 	݇ = 1,… ,  ,݌	
෍ݔ௜௝௞௡
௝ୀଵ = ܽ௜௞, 	݅ = 1,… ,݉, 	݇ = 1,… , ௜௝௞ݔ ,݌	 ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 1,… , ݊, ݇ = 1,… ,  .݌
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W stochastycznej wersji problemu, wielkości popytu ௝ܾ௞ nie są determini-
styczne, ale dane jako ciągłe zmienne losowe ௝ܺ௞ o funkcjach gęstości ߮௝,௞. Dla 
każdego odbiorcy ݆ i towaru ݇ znane są jednostkowy koszt nadwyżki ݏ௝,௞(ଵ) i jed-

nostkowy koszt niedoboru ݏ௝,௞(ଶ). Całkowita ilość towaru dostarczona do każdego 
z odbiorców musi być nieujemna, więc funkcja oczekiwanego dodatkowego 
kosztu związanego z odbiorcą ݆ i towarem ݇ ma postać 

௝݂,௞൫ݔ௝௞൯ = ௝,௞(ଵ)ݏ න ൫ݔ௝௞ − ௫ೕೖ଴ݐ݀(ݐ)൯߮௝,௞ݐ + ௝,௞(ଶ)ݏ න ൫ݐ − ஶݐ݀(ݐ)௝௞൯߮௝,௞ݔ
௫ೕೖ . 

Stosując standardowe przekształcenia (w szczególności całkowanie przez 
części), można ją przekształcić do formy 

௝݂,௞൫ݔ௝௞൯ = ൫ܧ௝,௞(ଶ)൫ݏ ௝ܺ௞൯ − ௝௞൯ݔ + ቀݏ௝,௞(ଵ) + ௝,௞(ଶ)ቁනݏ Φ௝,௞(ݐ)݀ݐ௫ೕೖ଴ , 
gdzie Φ௝,௞ jest dystrybuantą popytu odbiorcy ݆ na towar ݇. Łatwo zauważyć, że 
dla każdego ݆ i ݇, pierwsze dwie pochodne funkcji oczekiwanego dodatkowego 
kosztu mają postać 

௝݂,௞ᇱ ൫ݔ௝௞൯ = ௝,௞(ଶ)ݏ− + ቀݏ௝,௞(ଵ) +  ,(௝௞ݔ)௝,௞(ଶ)ቁΦ௝,௞ݏ
௝݂,௞ᇱᇱ ൫ݔ௝௞൯ = ቀݏ௝,௞(ଵ) +  ,(௝௞ݔ)௝,௞(ଶ)ቁφ௝,௞ݏ

więc każda z funkcji ௝݂,௞ jest funkcją wypukłą. Ostatecznie więc stochastyczne 
uogólnione wieloasortymentowe zadanie transportowe (SGMTP) ma postać 

minቐ݂(ݔ) =෍෍෍ܿ௜௝௞ ௜௝௞௣ݔ
௞ୀଵ

௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ +෍෍ ௝݂,௞൫ݔ௝௞൯௣

௞ୀଵ
௡
௝ୀଵ ቑ 

p.w. ෍ݎ௜௝௞ݔ௜௝௞௠
௜ୀଵ = ,௝௞ݔ 	݆ = 1,… , ݊, 	݇ = 1,… ,  ,݌	
෍ݔ௜௝௞௡
௝ୀଵ = ܽ௜௞, 	݅ = 1,… ,݉, 	݇ = 1,… , ௜௝௞ݔ ,݌	 ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 1,… , ݊, ݇ = 1,… , ௝௞ݔ ,݌ ≥ 0, 	݆ = 1,… , ݊, 	݇ = 1,… ,  .݌	
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Zadanie to można przekształcić do postaci zbliżonej do stochastycznego 
uogólnionego zadania transportowego (SGTP) na tyle, że możliwe będzie jego 
rozwiązanie za pomocą odpowiednio opracowanego wariantu metody wyrów-
nań. Przypomnijmy, że SGTP to zadanie postaci: 

minቐ݂(ݔ) =෍෍ܿ௜௝ݔ௜௝௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ +෍ ௝݂൫ݔ௝൯௡

௝ୀଵ ቑ , 
p. w. ෍ݎ௜௝ݔ௜௝ = ,௝ݔ ݆ = 1,… , ݊,௠
௜ୀଵ  

෍ݔ௜௝ ≤ ܽ௜, ݅ = 1,… ,݉,௡
௝ୀଵ ௜௝ݔ  ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 1,… , ݊. 

Jak widać, jedyną różnicą jest występowanie w SGMTP dodatkowego in-
deksu. Pomocnicze zadanie konstruujemy w ten sposób, że łączymy w pary od-
biorców i towary, tworząc „pomocniczych” odbiorców. W ujęciu sieciowym 
działanie to sprowadza się do przekształcenia hiperkrawędzi (ܦ௜, ௝ܱ , ௞ܶ) w kra-
wędź w grafie dwudzielnym (ܦ௜, ௝ܱ,௞). W ten sposób zadanie z potrójnie indek-
sowanymi zmiennymi zmienia się de facto w zadanie ze zmiennymi o podwójnych 
indeksach. Funkcja dodatkowego kosztu jest określona dla każdego z „nowych” 
odbiorców, jedyna różnica polega na tym, że zakresy sumowania w przekształ-
conym problemie są inne niż w SGTP. 
 
 
2. Metoda rozwiązywania 
 

Aby rozwiązać zadanie za pomocą metody wyrównań, wprowadzamy do-
datkowe zmienne ݔ௜,଴,௞. Przyjmujemy przy tym, że ܿ௜,଴,௞ = 0, ௜,଴,௞ݎ = 1 dla ݅ = 1,… ,݉, ݇ = 1,… , ଴௞൯ݔi ଴݂,௞൫ ݌ ≡ 0 dla ݇ = 1,… ,  Wówczas zadanie .݌
przyjmuje następującą postać: 

minቐ݂(ݔ) =෍෍෍ܿ௜௝௞ ௜௝௞௣ݔ
௞ୀଵ

௡
௝ୀ଴

௠
௜ୀଵ +෍෍ ௝݂,௞൫ݔ௝௞൯௣

௞ୀଵ
௡
௝ୀ଴ ቑ 
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p.w. ෍ݎ௜௝௞ݔ௜௝௞௠
௜ୀଵ = ,௝௞ݔ 	݆ = 0,… , ݊, 	݇ = 1,… ,  ,݌	
෍ݔ௜௝௞௡
௝ୀ଴ = ܽ௜௞, 	݅ = 1, … ,݉, 	݇ = 1,… , ௜௝௞ݔ ,݌	 ≥ 0, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 0,… , ݊, ݇ = 1,… , ௝௞ݔ ,݌ ≥ 0, 	0 = 1,… , ݊, 	݇ = 1,… ,  .݌	

Warunki KKT dla tego zadania mogą zostać zapisane w następującej postaci ሺ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 0,… , ݊, ݇ = 1,… , ሻ: ܿ௜௝௞݌ + ௜௝௞ݎ ௝݂,௞ᇱ ൫ݔ௝௞൯ ≥ ,௜ݑ ௜௝௞ݔ = 0, ܿ௜௝௞ + ௜௝௞ݎ ௝݂,௞ᇱ ൫ݔ௝௞൯ = ,௜ݑ ௜௝௞ݔ > 0. 
Poniższy algorytm jest zbieżny do punktu KKT. Dowód zostanie pominię-

ty, gdyż jest analogiczny do dowodów zamieszczonych w pracach [Anholcer, 
2012; Anholcer, 2015].  
 

Algorytm 1: Algorytm dla stochastycznego uogólnionego wieloasortymentowego 
zagadnienia transportowego. 

1. Inicjalizacja. Wyznacz rozwiązanie początkowe zgodnie ze wzorem: ݔ௜௝௞ = 0, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 1,… , ݊, ݇ = 1,… , ௜,଴௞ݔ ,݌ = ܽ௜௞, ݅ = 1,… ,݉. 
Wyznacz sumy przywozów do poszczególnych odbiorców: 

௝௞ݔ = ൞෍ܽ௜௞௡
௜ୀଵ , ݆ = 0,0, ݆ ≠ 0.  

Wyznacz początkowe wartości pochodnych cząstkowych: ℎ௜௝௞ = ܿ௜௝௞ + ௜௝௞ݎ ௝݂,௞ᇱ ሺ0ሻ, ݅ = 1,… ,݉, ݆ = 1,… , ݊, ݇ = 1,… , ℎ௜,଴,௞ ,݌ = 0, ݅ = 1,… ,݉, ݇ = 1,… ,  .݌
Przejdź do kroku 2. 
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2. Sprawdzanie optymalności. Dla każdej pary i, k wyznacz: ݒ௜௞ = min൛ℎ௜௝௞ ห݆ = 0,… , ݊ൟ, ݓ௜௞ = ൛ℎ௜௝௞ݔܽ݉ ห݆ = 0,… , ݊, ௜௝௞ݔ > 0ൟ, ݓ௜ = max൛ݓ௜௞ห݇ = 1,… ,  .ൟ݌
Niech ݇⋆(݅) będzie indeksem k, dla którego ݓ௜௞⋆(௜) =  ௜. Niech ݆⋆⋆(݅) będzieݓ
indeksem ݆, dla którego ℎ௜௝௞⋆(௜) =  ௜௞⋆(௜) i niech ݆⋆(݅) będzie indeksem ݆, dlaݒ

którego ℎ௜௝௞⋆(௜) − ௜௞⋆(௜)ݒ = ߙ ௜ Obliczݓ = maxሼݓ௜|݅ = 1,… ,݉ሽ. 
Niech ݅⋆ będzie indeksem ݅, dla którego ݓ௜ = ߙ Jeżeli .ߙ <  .to STOP ,ߝ
Otrzymane rozwiązanie zadowalająco blisko optimum. W przeciwnym przy-
padku przyjmij ݆⋆⋆ = ݆⋆⋆(݅⋆), ݆⋆ = ݆⋆(݅⋆), ݇⋆ = ݇⋆(݅⋆). Przejdź do kroku 3. 

3. Zmiana rozwiązania. 
Niech (ߣ)ିߜ = ௝݂⋆௞⋆ᇱ ൫ݔ௝⋆௞⋆൯ − ௝݂⋆௞⋆ᇱ ൫ݔ௝⋆௞⋆ − (ߣ)ାߜ ,൯ߣ = ௝݂⋆⋆௞⋆ᇱ ൫ݔ௝⋆⋆௞⋆ + ൯ߣ − ௝݂⋆⋆௞⋆ᇱ ൫ݔ௝⋆⋆௞⋆ ൯. 
Niech ߣ⋆ będzie rozwiązaniem równania ݎ௜⋆௝⋆௞⋆ (ߣ)ିߜ + ⋆௜⋆௝⋆⋆௞ݎ (ߣ)ାߜ =  .⋆௜ݓ
Jeżeli ߣ⋆ > ⋆௜⋆௝⋆௞ݔ , podstaw ߣ⋆ ≔ ⋆௜⋆௝⋆௞ݔ . 
Zmień rozwiązanie zgodnie ze wzorami: ݔ௜⋆௝⋆௞⋆ ≔ ⋆௜⋆௝⋆௞ݔ − ⋆௜⋆௝⋆⋆௞ݔ ,⋆ߣ ≔ ⋆௜⋆௝⋆⋆௞ݔ + ⋆௝⋆௞ݔ ,⋆ߣ ≔ ⋆௝⋆௞ݔ − ⋆௜⋆௝⋆௞ݎ ⋆௝⋆⋆௞ݔ ,⋆ߣ ≔ ⋆௝⋆⋆௞ݔ + ⋆௜⋆௝⋆⋆௞ݎ  .⋆ߣ
Podstaw ℎ௜௝⋆௞ ≔ ℎ௜௝⋆௞ − ௜௝⋆௞ݎ ,(⋆ߣ)ିߜ ݅ = 1,… ,݉, ݇ = 1,… ,  ݌
oraz ℎ௜௝⋆⋆௞ ≔ ℎ௜௝⋆⋆௞ + ௜௝⋆⋆௞ݎ ,(⋆ߣ)ାߜ ݅ = 1,… ,݉, ℎ = 1,… ,  .݌
Wróć do kroku 2. 
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3. Eksperymenty obliczeniowe 
 

W celu zbadania sprawności algorytmu, rozwiązano pewną liczbę losowo 
wygenerowanych zadań testowych. Rozpatrywano dwa typy rozkładów popytu: 
jednostajny ܷ(0, -losowano jednostaj ߣ i ݑ przy czym ,(ߣ)݌ݔܧ i wykładniczy (ݑ
nie z przedziałów odpowiednio ሾ15,20) i ሾ0,5, 0,6). Jednostkowe koszty trans-
portu były losowane jednostajnie z przedziału ሾ2,4), koszty nadmiaru z przedziału ሾ1,2), koszty niedoboru z przedziału ሾ5,10), współczynniki redukcji z przedziału ሾ0,8, 0,9), a wielkości podaży z przedziału ሾ10,20). W przypadku zadań z roz-
kładem jednostajnym, optymalna długość kroku wyznaczana była w sposób do-
kładny (równanie pozwalające wyznaczyć długość kroku jest wówczas równa-
niem kwadratowym), zaś w przypadku rozkładu wykładniczego – za pomocą 
jednowymiarowej metody Newtona. Algorytm został zaimplementowany w Java 
SE i uruchomiony na PC z procesorem Intel(R) Core(TM) i7-2670 QM CPU 
@2.20 GHz. Wybrano i rozwiązano po 1000 losowo wygenerowanych zadań  
o rozmiarach: (݉, ݊, (݌ = (10, 10,5), (10, 20,5), (100, 100,10), (100, 200,10), 
czyli łącznie 8000 zadań. Czasy rozwiązywania w milisekundach (AVG – średni, 
DEV – odchylenie standardowe, MIN – najkrótszy, MAX – najdłuższy) przed-
stawiono w tabeli 1. 
 
Tabela 1. Wyniki eksperymentów (czasy rozwiązywania w milisekundach) 
 

Typ zadania U(0, u) 
10×5×10 

U(0, u) 
10×5×20 

U(0, u) 
100×10×100

U(0, u) 
100×10×200

Exp(λ) 
10×5×10

Exp(λ) 
10×5×20

Exp(λ) 
100×10×100 

Exp(λ) 
100×10×200 

AVG 0,678 3,902 2667,133 37344,552 9,593 32,014 18171,425 84271,195 
DEV 1,793 11,923 2678,549 24206,693 40,401 190,844 19747,728 61027,151 
MIN 0,068 0,423 291,907 4218,134 0,513 2,322 1546,08 12394,305 
MAX 30,387 154,461 22816,568 191395,155 861,289 5019,121 167272,196 475414,130 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Jak widać, algorytm szybko (w czasie co najwyżej kilku minut) rozwiązuje 
zadania o stosunkowo dużych rozmiarach. W przypadku najmniejszych testowa-
nych zadań czas rozwiązywania jest rzędu kilku milisekund. 
 
 
Podsumowanie 
 

W pracy omówiono stochastyczne uogólnione wieloasortymentowe zagad-
nienie rozdziału z ciągłym rozkładem popytu i przedstawiono efektywny algorytm 
jego rozwiązywania. Warto zauważyć, że działanie zaprezentowanego algorytmu 
nie jest równoważne p-krotnemu uruchomieniu metody wyrównań dla SGTP, 
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opisanej w [Anholcer, 2012; Anholcer, 2015]. Wprawdzie ustalenie wartości k 
sprawia, że problem przyjmuje właśnie tę formę, więc rozwiązanie optymalne 
(dokładne) problemu SGMTP jest sumą rozwiązań optymalnych (dokładnych)  
p problemów typu SGTP. Jednak ze względu na to, że każdy z powyższych pro-
blemów rozwiązywany jest tylko z pewną dokładnością, zastosowanie przedsta-
wionej wyżej metody pozwala osiągnąć szybszą zbieżność. 
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ALGORITHM FOR STOCHASTIC GENERALIZED MULTICOMMODITY 
TRANSPORTATION PROBLEM 

 
Summary: In the multicommodity transportation problem the goal is to optimize the 
transport of several (at least two) goods from suppliers to destination points. In the stochas-
tic version of the problem the demands of customers for individual goods are random 
variables, and the goal is to minimize the total costs of transportation together with the 
expected additional costs, depending on the difference between the supply size and the 
particular realization of the demand. In the generalized version of the problem we assume, 
moreover, that the amount of transported goods change during the transportation process. 
The model of the problem and the solution method have been presented in the paper. 
 
Keywords: Generalized Transportation Problem, Stochastic Transportation Problem, 
Multicommodity Transportation Problem, Equalization Method. 
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TAKSONOMICZNE WSPOMAGANIE  
WYBORU LOKALIZACJI W PROCESIE  

KOMPLETACJI PRODUKTÓW 
 
Streszczenie: Można wyróżnić dwa rodzaje przechowywania produktów w magazynie – 
przechowywanie dedykowane i współdzielone. W przechowywaniu dedykowanym każdy 
produkt jest przydzielony do konkretnej lokalizacji i na odwrót – w danej lokalizacji jest 
przechowywany tylko jeden produkt. Bardziej efektywne, jeżeli chodzi o wykorzystanie 
powierzchni magazynowej, jest przechowywanie współdzielone, w którym teoretycznie 
każdy produkt może występować w dowolnej liczbie lokalizacji i w każdej lokalizacji może 
być przechowywana dowolna liczba produktów. W takim przypadku, w procesie komple-
tacji zamówienia dany produkt można pobrać z wielu różnych lokalizacji. Do wyboru lo-
kalizacji, które musi odwiedzić magazynier w procesie kompletacji, zostaną wykorzystane 
metody taksonomiczne. Każda lokalizacja zostanie opisana za pomocą kilku cech, a na-
stępnie jej atrakcyjność z punktu widzenia danego zamówienia zostanie określona za po-
mocą Taksonomicznej Miary Atrakcyjności Lokalizacji (TMAL). 
 
Słowa kluczowe: gospodarka magazynowa, kompletacja, taksonomia, porządkowanie 
liniowe. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Kompletacja produktów jest na ogół najważniejszym procesem, który za-
chodzi w gospodarce magazynowej, ponieważ jest ona najbardziej czasochłonna 
i kosztochłonna [Bartholdi, Hackman, 2014, s. 151]. Szacuje się, że koszty 
związane z kompletacją stanowią około 55% łącznych kosztów operacyjnych 
magazynu [De Koster i in., 2007, s. 482]. Dlatego niezwykle istotne jest, aby 
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starać się ten proces optymalizować. Jednym ze sposobów optymalizacji procesu 
kompletacji jest jego automatyzacja. Istnieją w pełni zautomatyzowane systemy, 
w których całe zamówienie jest kompletowane przez roboty. Innymi przykładami 
zautomatyzowanych systemów są układy, w których ludzie jedynie odbierają 
produkty (systemy parts-to-picker). Mimo istniejących możliwości technicznych, 
wciąż ponad trzy czwarte systemów stosowanych w Europie Zachodniej to kla-
syczne systemy typu picker-to-parts [De Koster, i in., 2007, s. 486]. W takich 
konfiguracjach w sposób naturalny optymalizacja procesu kompletacji związana 
jest z wyznaczeniem możliwie najkrótszej drogi, jaką musi pokonać magazynier, 
odwiedzając lokalizacje, w których znajdują się kompletowane produkty. 

Przed wyborem drogi, którą musi pokonać pracownik magazynu, trzeba 
wybrać lokalizacje, które ma odwiedzić. Wbrew pozorom ich wybór nie zawsze 
jest oczywisty. Można wyróżnić dwa główne sposoby przechowywania produk-
tów [Bartholdi, Hackman, 2014, s. 14-18]: 
− przechowywanie dedykowane (w literaturze anglojęzycznej nazywane dedi-

cated storage), 
− przechowywanie współdzielone (w literaturze anglojęzycznej nazywane shared 

storage). 
Przechowywanie dedykowane w swojej klasycznej postaci charakteryzuje 

się tym, że dany produkt jest przechowywany tylko w jednej lokalizacji i, z dru-
giej strony, dana lokalizacja jest zarezerwowana do przechowywania tylko jed-
nego produktu. 

Przechowywanie współdzielone to takie, gdzie dany produkt może być teo-
retycznie przechowywany w dowolnej liczbie lokalizacji i w danej lokalizacji 
może być przechowana dowolna liczba różnych produktów. Gdy produkty są 
przyjmowane do magazynu, muszą zostać rozmieszczone tam, gdzie jest odpo-
wiednia ilość miejsca. Może być wiele lokalizacji, w których można umieścić 
przychodzący do magazynu towar. Istnieją trzy sposoby rozłożenia produktów  
w przypadku przechowywania współdzielonego [De Koster i in., 2007, s. 491]: 
− przechowywanie chaotyczne (chaotic storage) – podczas przyjmowania pro-

duktów do magazynu, są one rozmieszczane w sposób przypadkowy [Gudehus, 
Kotzab, 2012, s. 478] (najbardziej znanym przedsiębiorstwem stosującym 
tzw. magazyn chaotyczny jest Amazon), 

− składowanie w najbliższej wolnej lokalizacji (closest open location storage), 
− składowanie według klasy (class-based storage) – blisko miejsca startowego 

rozmieszcza się produkty najczęściej zamawiane, a najdalej – najrzadziej 
zamawiane (można także stosować na przykład system ABC bądź XYZ). 
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Zaletą przechowywania dedykowanego jest to, że w każdym momencie 
wiadomo, w którym miejscu szukać danego produktu. Dzięki temu magazynie-
rzy mogą zapamiętać rozmieszczenie produktów w magazynie, co powoduje, że 
kompletacja jest prosta i często nie wymaga stosowania żadnego systemu 
wspomagającego ten proces. Wadą przechowywania dedykowanego jest nieefek-
tywne wykorzystanie przestrzeni magazynowej. Przy jednym produkcie prze-
strzeń magazynowa w danej lokalizacji jest wykorzystana przeciętnie w poło-
wie. Przy dwóch produktach wykorzystanie przestrzeni wynosi już 66,7%, przy 
trzech – 75%. Można zapisać, że wykorzystanie przestrzeni magazynowej danej 
lokalizacji w zależności od liczby produktów w niej przechowywanych dana jest 
wzorem: ܷ = ݇݇ + 1, 
gdzie: 
U – stopień wykorzystania przestrzeni magazynowej danej lokalizacji, 
k – liczba produktów przechowywanych w danej lokalizacji. 

Zależność pomiędzy stopniem wykorzystania lokalizacji a liczbą przecho-
wywanych w niej produktów przedstawia rys. 1. 
 

 
 
Rys. 1.  Wykorzystanie przestrzeni magazynowej lokalizacji w zależności od liczby  

produktów 
 
Źródło: Bartholdi, Hackman [2014, s. 18]. 
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Rys. 1 pokazuje zasadniczą zaletę przechowywania współdzielonego – im 
więcej produktów przechowuje się w danej lokalizacji, tym pełniejsze jest jej wy-
korzystanie. Z kolei wadą takiego rozwiązania jest to, że (szczególnie przy dużej 
liczbie produktów i lokalizacji) magazynier nie jest w stanie zapamiętać tego, gdzie 
dane produkty się znajdują. Dlatego w przypadku przechowywania współdzielone-
go konieczne jest zastosowanie komputerowego systemu wspomagającego gospo-
darowanie magazynem. Na rynku istnieje wiele systemów umożliwiających zarzą-
dzanie przedsiębiorstwem typu ERP/SAP, w których są moduły kontrolujące 
gospodarkę magazynową, w tym także kompletację, jednak nie w każdym przy-
padku stosowanie tak dużego i kosztownego systemu jest uzasadnione. 

W przypadku przechowywania współdzielonego często trzeba podjąć decyzję, 
z której lokalizacji zabrać dany produkt (jeżeli jest przechowywany w więcej niż 
jednej lokalizacji). Można tego dokonać na kilka sposobów. 

Najprostszym rozwiązaniem (i często najbardziej odpowiednim) jest pobie-
ranie produktów według kolejki FIFO (First In, First Out). Taki sposób jest naj-
bardziej naturalny, gdy mamy do czynienia z produktami o ograniczonym okresie 
przydatności albo łatwo psującymi się. Wtedy najpierw pobierane są te produkty, 
które zostały przyjęte do magazynu najwcześniej (czyli leżą w nim najdłużej). 
Jednak nie zawsze trzeba postępować według tej zasady, gdyż wiele produktów 
zachowuje przydatność przez znacznie dłuższy okres, niż wynosi ich rotacja. 
Tak więc na pewno często zdarza się taka sytuacja, w której z punktu widzenia 
czasu kompletacji bardziej będzie się opłacało podejść później do lokalizacji, do 
której dany produkt został przydzielony niż do innej. 

Inną metodą jest wybór lokalizacji według czasu wydania. Należy wybrać ta-
ką lokalizację, do której magazynier będzie miał najkrótszą drogę (od startu albo od 
innej, wcześniej odwiedzanej lokalizacji) oraz z której pobranie produktu będzie 
najkrótsze (czyli na przykład wybierzemy lokalizację położoną na niższej półce, do 
której nie będzie wymagane zastosowanie na przykład wózka widłowego). 

Kolejną stosowaną metodą jest wybór lokalizacji według stopnia zaspokojenia 
zapotrzebowania na kompletowany produkt. Wybiera się lokalizacje, w których 
stopień ten jest największy. 

Wymienione powyżej sposoby wyboru lokalizacji można stosować oddziel-
nie lub łącznie. Wymienione cechy stanowią o atrakcyjności lokalizacji z punktu 
widzenia danego zlecenia. W artykule zostanie zaprezentowane łączne uwzględ-
nienie wybranych cech. W tym celu zostanie zbudowana Taksonomiczna Miara 
Atrakcyjności Lokalizacji (TMAL), będąca zmienną syntetyczną, opartą na pro-
stym Syntetycznym Mierniku Rozwoju (SMR) [Hellwig, 1968]. Przedstawiona 
metoda dedykowana jest małym lub średnim przedsiębiorstwom, których nie 
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stać albo nie mają potrzeby stosowania dużych, zintegrowanych systemów 
wspomagających zarządzanie firmą. 

Celem artykułu jest zastosowanie Taksonomicznej Miary Atrakcyjności Lo-
kalizacji do wybrania lokalizacji w procesie kompletacji produktów. 
 
 
1. Oznaczenia i metodyka 
 
1.1. Specyfikacja cech opisujących lokalizację 
 

Pierwszym etapem budowy syntetycznego miernika rozwoju jest ustalenie 
cech opisujących każdą lokalizację. W niniejszej pracy będą to trzy zmienne: 
− odległość od startu, 
− stopień zaspokojenia zapotrzebowania, 
− liczba innych kompletowanych produktów w okolicy danej lokalizacji. 

Oczywiście nie są to wszystkie możliwe zmienne, ich liczba zależy od tego, 
co jest ważne dla decydenta. 

Odległość od startu jest jedną z najważniejszych (jeśli nie najważniejszą) 
cech opisujących daną lokalizację, ponieważ w procesie kompletacji produktów 
przemieszczanie się magazyniera po magazynie stanowi ponad 50% całego pro-
cesu kompletacji. Będzie ona oznaczona przez x1

*1. Należy jednak zauważyć, że 
nie chodzi o to, żeby mierzyć precyzyjnie odległość od każdej lokalizacji do innej, 
na przykład w metrach. Mogą to być jednostki umowne, na przykład kroki albo 
szerokość półek. W niniejszej pracy policzono odległości miejskie, a jednostką 
jest szerokość półki. 

Na podstawie liczby jednostek danego produktu w danej lokalizacji po-
wstanie druga cecha – stopień zaspokojenia zapotrzebowania na kompletowany 
produkt, oznaczona przez x2. Będzie ona liczona następująco: ݔଶ = ൝݈ݖ , gdy ݖ > ݈1 gdy ݈ ≥  (1) ,ݖ

gdzie: 
l – liczba jednostek kompletowanego produktu, znajdująca się w danej lokalizacji, 
z – zapotrzebowanie na kompletowany produkt. 

Takie obliczenie wartości zmiennej x2 spowodowane jest tym, że z punktu 
widzenia kompletacji zamówienia największe znaczenie ma jak największy sto-
pień zaspokojenia zapotrzebowania. Jeżeli na przykład trzeba zebrać 100 jedno-

                                                 
1  Oznakowanie tej zmiennej gwiazdką zostanie omówione w dalszej części. 
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stek jakiegoś produktu, więc jeśli w jednej lokalizacji jest 150, a w innej 200 
jednostek, z punktu widzenia badanego zlecenia obie lokalizacje są jednakowo 
atrakcyjne, gdyż w obu zamówienie zostanie zrealizowane w całości, czyli sto-
pień realizacji wyniesie 1. 

Z punktu widzenia drogi, którą musiałby pokonać magazynier w procesie 
kompletacji, ważne jest też to, żeby odwiedzane lokalizacje były jak najbliżej 
siebie. Dlatego kolejną cechą, opisującą dane położenie, jest liczba innych pro-
duktów będących na liście kompletacyjnej, znajdujących się w tym miejscu lub 
w bezpośredniej jej okolicy. Oznaczono ją przez x3. Należy dokładnie sprecyzować, 
co rozumiemy przez bezpośrednią okolicę danej lokalizacji. Może to być usytu-
owanie będące maksymalnie w określonej odległości od badanej lokalizacji. Inną 
możliwością, zastosowaną w tym przypadku, będzie wybór miejsca w tej samej 
alejce. Taką sytuację uwzględniono w niniejszym przypadku. Prosty przykład 
grupowania odwiedzanych lokalizacji przedstawiono na rys. 2. 

 
Rys. 2. Grupowanie lokalizacji na przykładzie dwóch produktów 
 

Jak widać z powyższego rysunku, produkt A występuje w dwóch lokaliza-
cjach – o nr. 18 oraz 46. Produkt B występuje tylko w jednej, oznaczonej nr. 48. 
Dla uproszczenia załóżmy, że produkt A można skompletować w całości, od-
wiedzając jedną z dwóch, obojętnie którą, lokalizacji. Jeżeli bierzemy pod uwa-
gę jedynie odległości pomiędzy startem a odwiedzaną pozycją, to powinniśmy 
wybrać lokalizację 18 (żeby skompletować produkt A) oraz 48 (żeby skomple-
tować produkt B). Wówczas magazynier pokona drogę oznaczoną linią ciągłą. 
Jeżeli natomiast uwzględnimy grupowanie lokalizacji, wówczas lepiej jest wy-
brać miejsce nr 46, zamiast 18 (dla produktu A). Mimo że lokalizacja nr 46 jest 
położona dalej, to całkowita droga pokonana przez magazyniera (oznaczona li-
nią przerywaną) będzie krótsza. 

– lokalizacje, w których występuje produkt A

– lokalizacja, w której występuje produkt B
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Oczywiście, wyspecyfikowane na potrzeby niniejszej pracy zmienne dia-
gnostyczne nie muszą stanowić kompletnego ich zbioru. Jeżeli mamy do czynie-
nia z produktami o ograniczonym okresie przydatności albo psującymi się, należy 
stosować regułę FIFO, czyli w tej sytuacji zmienną diagnostyczną będzie czas 
przechowywania produktu w magazynie w danej lokalizacji. Wybieramy te, które 
są przechowywane najdłużej. Innym przykładem może być grupowanie lokali-
zacji do odwiedzenia w sektorach wysokiego składowania. Wtedy pożądane jest 
pobieranie produktów z jednego pionu (o ile jest to możliwe), gdyż wtedy opera-
tor wózka będzie miał do pokonania najmniejszą trasę i znacząco skróci to czas 
jego pracy. 
 
 
1.2. Konstrukcja Taksonomicznej Miary Atrakcyjności Lokalizacji 
 

Z wybranych trzech zmiennych diagnostycznych odległość od startu x1
* jest 

destymulantą, zaś stopień zaspokojenia zapotrzebowania oraz liczba innych 
kompletowanych w okolicy produktów są stymulantami. Dlatego należy odle-
głość zamienić na stymulantę, poprzez obliczenie jej odwrotności: ݔଵ =  .∗ଵݔ1

Jest to oczywiście jedna z wielu możliwości zamiany destymulanty na sty-
mulantę. Inną metodą jest odjęcie wartości zmiennej od jej wartości maksymalnej. 
Dla danych standaryzowanych można wszystkie wartości przemnożyć przez -1, 
a w przypadku danych zunitaryzowanych odjąć od jedności. Zastosowana tutaj 
metoda jest zawsze możliwa do zastosowania, ponieważ odległość od startu nig-
dy nie będzie równa 0. 

Taksonomiczna Miara Atrakcyjności Lokalizacji (TMAL) jest w całości 
oparta o Syntetyczny Miernik Rozwoju. Wyznaczono go następująco [Nowak, 
1990; Ostasiewicz (red.), 1998]: 
− po zamianie odległości na stymulantę dokonano standaryzacji zmiennych, 
− wyznaczono maksymalne wartości zmiennych standaryzowanych, tworzące 

tzw. „obiekt idealny”, 
− obliczono odległości euklidesowe pomiędzy wartościami zmiennych w danej 

lokalizacji a „obiektem idealnym”, 
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− nadano wagę zmiennym – odległość lokalizacji od startu miała wagę 0,4, 
stopień zaspokojenia zapotrzebowania – 0,3, a liczba innych kompletowa-
nych produktów w okolicy – 0,32, 

− obliczono wzorzec rozwoju, 
− obliczono wartości TMAL, 
− wybrano lokalizacje o najwyższych pozycjach w rankingu, aż do zaspokoje-

nia zapotrzebowania. 
W taki sposób wybieramy lokalizacje do odwiedzenia, aby zebrać wszyst-

kie kompletowane produkty. Należy zaznaczyć, że na etapie wybierania lokali-
zacji nie jest jeszcze wyznaczana trasa. Dopiero mając wybrane wszystkie loka-
lizacje, ustalamy trasę, którą ma pokonać magazynier. 
 
 
2. Przykład 
 

Zaprezentowany przykład przedstawia rzeczywiste zlecenie kompletacyjne 
w pewnym przedsiębiorstwie, które zajmuje się dystrybucją narzędzi i odzieży 
roboczej. W przedsiębiorstwie tym jest duży magazyn, podzielony na sześć sek-
torów. Jego układ jest dość nietypowy, nie wszystkie półki są do siebie równole-
głe, dodatkowo pomiędzy sektorami na podłodze stoją kartony. Plan magazynu 
przedstawia rys. 3. 
 

 
 
Rys. 3. Plan magazynu 

                                                 
2  Wagi nadano w sposób subiektywny. Powodem przyjęcia takiego systemu wag było nienada-

wanie konkretnej zmiennej dużo większego wpływu na wielkość TMAL niż w przypadku pozo-
stałych zmiennych. 
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Sektory A, B, C, R są sektorami niskiego składowania, sektory D oraz E – 
wysokiego. W sektorach niskiego składowania magazynier stojąc, ma dostęp do 
każdej półki. W przypadku sektora D jest w nim pięć poziomów, oznaczonych 
cyframi 0, 1, 2, 3, 4 oraz 5. W przypadku sektora E są to trzy poziomy: 0, 1, 2. 
Magazynier stojąc, ma pełen dostęp do poziomów 0 i 1. Do poziomu 2 można 
się dostać za pomocą zwykłego wózka widłowego, a do najwyższych półek (po-
ziomy 3, 4 oraz 5) – jedynie za pomocą wózka wysokiego składowania (typu reach 
truck). Oprócz sektorów, produkty pobiera się też z kartonów stojących na podłodze 
(kolor szary na rysunku), które w systemie też widnieją jako odrębne lokalizacje.  

Każda lokalizacja zapisana jest w formacie XX-XX-XX-XX. Pierwsze dwa 
znaki oznaczają sektor, dwa kolejne numer regału, dwie kolejne numer półki, 
przedostatnia – poziom, ostatnia – numer miejsca paletowego na półce (1, 2 lub 3, 
tylko w sektorze wysokiego składowania, w pozostałych jest tam 0). 

Wybierając lokalizacje, może się zdarzyć, że dany produkt będzie położony 
w dwóch miejscach. W pierwszym będzie bliżej startu, ale na wyższej półce w sek-
torze wysokiego składowania (większa wartość przedostatniej wartości w symbolu 
lokalizacji), a w drugiej – dalej od startu, ale na niższej półce (takiej, z której 
magazynier może pobrać towar, stojąc na podłodze). W takim przypadku należy 
preferować tę drugą lokalizację (mimo że fizycznie jest wyżej). Dlatego odległości 
do miejsc położonych na wyższych półkach w sektorze wysokiego składowania 
należy dodać odpowiednio dużą wartość, żeby były brane pod uwagę w dalszej 
kolejności, gdy nie będzie produktów dostępnych na niższych półkach. Procedura 
jest następująca: 
− jeżeli dany towar znajduje się w lokalizacji „0D” i jest na poziomie „2”, 

wówczas do odległości dodajemy 300. Jeżeli wynosi on „3”, „4” lub „5” – 
dodajemy 500. 

− jeżeli dany towar jest w lokalizacji „0E” i mieści się na poziomie „2”, wów-
czas do odległości dodajemy 250. 

Prezentowane zlecenie dotyczyło zebrania ośmiu rozmiarów tych samych bu-
tów roboczych. Dane dotyczące liczby par każdego rozmiaru przedstawia tabela 1. 
 
Tabela 1. Liczba par butów do skompletowania 
 

Rozmiar Liczba par 
R39 10 
R40 10 
R41 10 
R42 80 
R43 80 
R44 80 
R45 50 
R46 10 
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Przedstawione powyżej buty znajdują się w różnych lokalizacjach. Tabela 2 
przedstawia rozmieszczenie produktów w magazynie. Warte odnotowania jest to, 
że w pomieszczeniu występuje wystarczająca do skompletowania zamówienia 
liczba par butów w każdym rozmiarze. 
 
Tabela 2. Rozmieszczenie produktów w magazynie 
 

Rozmiar Lokalizacje 
R39 0D-08-09-03 

R40 

0E-01-02-21 
0D-08-03-22 
0D-08-12-11 
0C-23-08-40 

R41 0E-01-03-22 
0D-08-12-01 

R42 

0P-05-01-00 
0D-04-14-21 
0D-08-05-22 
0P-05-05-00 

R43 0P-05-01-00 
R44 0P-05-05-00 

R45 
0P-05-05-00 
0D-04-13-22 
0D-04-13-23 

R46 
0E-01-10-22 
0D-02-06-43 
0D-07-12-11 

 
Jak wynika z powyższej tabeli, zdecydowana większość lokalizacji wystę-

puje w sektorze wysokiego składowania. Wyjątkiem są lokalizacje: 0C-23-08-40, 
która znajduje się w sektorze „0C”, „0P-05-01-00”, będąca podłogą pomiędzy 
sektorami „0A” i „0B” oraz „0P-05-05-00”, będąca podłogą na skraju sektora 
„0D” (bliżej startu – por. rys. 1). Widać, że dla butów o rozmiarach 39, 43 i 44 
nie ma potrzeby budować wskaźnika TMAL, ponieważ każda z tych par wystę-
puje tylko w jednej lokalizacji. Pierwsza występuje tylko w 0D-08-09-03, druga 
w 0P-05-01-00 i trzecia w 0P-05-05-00. Tak więc te trzy lokalizacje na pewno 
trzeba będzie odwiedzić, żeby pobrać z nich odpowiednią liczbę par butów. 

Jeżeli chodzi o rozmiar 41, to z dwóch lokalizacji, w którym on występuje 
(0E-01-03-22 oraz 0D-08-12-01), pierwsza z nich jest położona wyżej niż druga 
(siódmy znak pierwszej pozycji to „2”, więc aby dostać się do tej lokalizacji po-
trzebny jest wózek widłowy, a siódmy znak w drugiej to „0”, czyli towar znajduje 
się w niej na podłodze, z której magazynier może zabrać produkt bezpośrednio). 
Z tego wynika, że na pewno zostanie odwiedzona lokalizacja 0D-08-12-01. Jeżeli 
chodzi o rozmiar 45, to odpowiednie buty znajdują się na podłodze w pozycji 
0P-05-05-00 albo na poziomie „2” lokalizacji 0D-04-13-22 i 0D-04-13-23. W tym 
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przypadku także zostanie odwiedzona pierwsza z trzech wymienionych lokalizacji. 
Analogicznie, rozmiar 46 zostanie pobrany z miejsca 0D-07-12-11 (ponieważ 
dwa pozostałe, w których on występuje, są położone na poziomach „2” i „4”). 
Jedynymi produktami, dla których trzeba faktycznie wybrać umiejscowienie za 
pomocą wskaźnika TMAL, są buty w rozmiarach 40 i 42. Przykład zostanie za-
prezentowany dla rozmiaru 40. 

Najpierw należy określić odległości każdej lokalizacji od startu i ewentual-
nie zawyżyć je, jeżeli znajdują się na wyższych poziomach w sektorze wysokie-
go składowania. Razem z liczbą par w każdej lokalizacji przedstawia je tabela 3. 
 
Tabela 3. Występowanie butów o rozmiarze 40 w każdej lokalizacji, odległości  

rzeczywiste i ewentualnie zawyżone od startu 
 

Lokalizacja Liczba par Odległości rzeczywiste Ewentualne odległości 
zawyżone 

0E-01-02-21 150 199 449 
0D-08-03-22 60 200 500 
0D-08-12-11 60 175 175 
0C-23-08-40 7 127 127 

 
W każdej lokalizacji, oprócz ostatniej, zapotrzebowanie na produkt (10 par) 

jest zaspokojone w całości. W pozycji 0C-23-08-40 zapotrzebowanie zaspoko-
jone będzie w 0,7. 

Trzeba jeszcze określić trzecią zmienną, czyli liczbę innych produktów do 
skompletowania w danym zamówieniu w okolicy (w tej samej alejce). W przy-
padku konkretnego magazynu, lokalizacje leżące na regale 0E-01-XX-XX leżą 
w tej samej alejce, co te na regale 0D-09-XX-XX oraz podłoga 0P-05-05-00. 
Podobnie lokalizacje 0D-08-XX-XX, 0D-07-XX-XX wraz z 0P-05-05-00 two-
rzą kolejną okolicę. Patrząc na tabelę 2, jeżeli chcemy znaleźć liczbę innych 
produktów w okolicy pozycji 0E-01-02-21, będą to produkty: R41 (w lokalizacji 
0E-01-03-22), R42, R44, R45 (w 0P-05-05-00) oraz R46 (w 0E-01-10-22). Tak 
więc w okolicy miejsca 0E-01-02-21 znajduje się 5 innych kompletowanych 
produktów. Analogicznie postępujemy w przypadku pozostałych lokalizacji. 
Wartości zmiennych opisujących każde umiejscowienie, w którym znajdują się 
buty o rozmiarze 40 przedstawia tabela 4. 
 
Tabela 4. Wartości zmiennych dla butów w rozmiarze 40 w każdej lokalizacji 
 

Lokalizacja x1 x2 x3 

0E-01-02-21 0,002227171 1 5 
0D-08-03-22 0,002 1 6 
0D-08-12-11 0,005714286 1 6 
0C-23-08-40 0,007874016 0,7 0 
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Po standaryzacji zmiennych, wyznaczeniu wzorca rozwoju, obliczeniu 
średnich ważonych odległości od wzorca, wyznaczono wartości wskaźnika 
TMAL oraz uszeregowano lokalizacje według stopnia ich atrakcyjności z punktu 
widzenia skompletowania butów w rozmiarze 40. Przedstawia je tabela 5. 
 
Tabela 5. Wartości TMAL dla każdej lokalizacji i ich pozycja w rankingu 
 

Lokalizacja TMAL Pozycja 
0E-01-02-21 0,19815138 2 
0D-08-03-22 0,175347388 3 
0D-08-12-11 0,696795669 1 
0C-23-08-40 0 4 

 
Z punktu widzenia Taksonomicznej Miary Atrakcyjności Lokalizacji najbar-

dziej atrakcyjna jest lokalizacja 0D-08-12-11 i ją należy odwiedzić, ażeby 
skompletować 10 par butów w rozmiarze 40. Taką samą procedurę zastosowano 
dla butów w rozmiarze 42 i tam wybrano pozycję 0P-05-01-00. 

Podsumowując, należy odwiedzić następujące lokalizacje: 0D-08-09-03; 
0D-08-12-11; 0D-08-12-01; 0P-05-01-00; 0P-05-05-00; 0D-07-12-11. 

Następnym etapem jest wyznaczenie drogi, którą pokona magazynier. 
Można ją wyznaczyć, poszukując rozwiązania optymalnego zagadnienia komi-
wojażera albo skorzystać z heurystycznych metod wyznaczenia trasy, takich jak 
metody s-shape, midpoint, largest gap, return czy combined [Tarczyński, 2012, 
s. 105-120]. Należy jednak zauważyć, że nie każda metoda może być zastoso-
wana w każdym magazynie. W przypadku rozpatrywanego magazynu, z powodu 
nietypowego rozstawienia sektorów i regałów w sektorach (w sektorach wyso-
kiego składowania regały można obejść wyłącznie z jednej strony, mniej więcej 
w dwóch trzecich długości regału, licząc od startu, zrobione jest przejście pod re-
gałami, którym magazynier może przejść), można stosować tylko niektóre z nich. 
W sektorach niskiego składowania w zasadzie można wykorzystać wszystkie 
metody heurystyczne, a w sektorach wysokiego składowania jedynie metodę 
zbliżoną do return zmodyfikowaną możliwością przejścia pod regałami. Ponie-
waż w tym przykładzie poza lokalizacjami 0P-05-01-00 oraz 0P-05-05-00 
wszystkie pozostałe leżą w jednej alejce, zastosowano metodę return. Kolejność 
odwiedzania poszczególnych lokalizacji i kompletowane produkty przedstawia 
tabela 6. 
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Tabela 6. Kolejność odwiedzania poszczególnych lokalizacji i zbierane w nich produkty 
 

Kolejność Lokalizacja Zbierane produkty 
1 0P-05-01-00 R42 - 80 sztuk, R43 - 80 sztuk 
2 0P-05-05-00 R44 - 80 sztuk; R45 - 50 sztuk 
3 0D-07-12-11 R46 - 10 sztuk 
4 0D-08-09-03 R39 - 10 sztuk 
5 0D-08-12-01 R41 - 10 sztuk 
6 0D-08-12-11 R40 - 10 sztuk 

 
 
Podsumowanie 
 

W artykule zastosowano proste metody taksonomiczne do wyznaczenia lo-
kalizacji, które należy odwiedzić w celu skompletowania zamówienia. Wykorzy-
stano metodę porządkowania liniowego – zbudowano Syntetyczny Miernik Roz-
woju, nazwany tutaj Taksonomiczną Miarą Atrakcyjności Lokalizacji. Powodem 
zastosowania tej metody jest jej prostota obliczeniowa, duża elastyczność i ła-
twość implementacji. We wskaźniku tym wykorzystano takie zmienne jak: odle-
głość, stopień zaspokojenia zapotrzebowania i liczbę innych, kompletowanych 
produktów w danej okolicy. Należy zauważyć, że wskaźnik ten jest na tyle ela-
styczny, że w jego konstrukcji można stosować inne zmienne diagnostyczne, 
można inaczej ustalić wagę przypisaną każdej z nich, zależnie od woli decyden-
ta. Metodę tę można też modyfikować, żeby uzyskać inne kryterium wyboru lo-
kalizacji. W zaproponowanej metodzie chodziło o wybór takiej kombinacji cech, 
aby wybrane miejsca były z jednej strony możliwie blisko siebie, żeby w jednej 
lokalizacji dało się zebrać możliwie całe zamówienie dotyczące danego produk-
tu (i, o ile to możliwe, zebranie w niej też innych produktów) oraz żeby lokali-
zacje te były możliwie blisko od punktu startowego. Nie jest to jedyne kryte-
rium, które można stosować przy wyborze lokalizacji. Innym kryterium (także 
pochodzącym z praktyki gospodarczej) jest wybór takich pozycji, w których są 
niewielkie ilości kompletowanych produktów w celu oczyszczenia z nich jak 
największej liczby lokalizacji kosztem czasu procesu kompletacji [Dmytrów, 
2013, s. 23-36]. 

Celem dalszych badań w tym zakresie będzie próba wyboru optymalnych 
wag przypisanych każdej cesze z punktu widzenia łącznej drogi, którą pokona 
magazynier w procesie kompletacji. Autor podejmie także próbę zastosowania 
innych metod klasyfikacji, na przykład metody GDM, czy TOPSIS. 
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TAXONOMIC SUPPORT OF SELECTION OF LOCATIONS  
IN THE PROCESS OF ORDER-PICKING 

 
Summary: There are two types of storage in warehouse – dedicated and shared. In dedi-
cated storage each product is assigned to one location and vice versa. More effective in 
terms of space utilisation, more effective is shared storage. In such case each product can 
theoretically be assignet to any numer of locations and vice versa. In the proces of order- 
-picking, one product can be picked from several different locations. Locations that must 
be visited by the warehouse worker in the proces of order-picking will be selected by 
means of taxonomic methods. Every location will be described by means of several di-
agnostic variables, and its attractiveness will be determined by means of Taxonomic 
Measure of Location’s Attractiveness (Polish abbreviation – TMAL). 
 
Keywords: warehouse management, order-picking, taxonomy, linear ordering. 
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OBCIĄŻENIE MAGAZYNU  
W KONTEKŚCIE TRAFNOŚCI  

SYSTEMU PROGNOZ SPRZEDAŻY 
 
Streszczenie: Celem artykułu jest zobrazowanie wpływu trafności systemu prognoz 
sprzedaży na stan zapasów produktów w rzeczywiście funkcjonującym magazynie. Traf-
ność prognoz wyznaczanych na postawie stosowanego systemu prognoz została porówna-
na z prognozami naiwnymi, które stanowią punkt odniesienia. Przeanalizowano również 
wpływ każdego z wymienionych sposobów prognozowania na obciążenie magazynu i sto-
pień realizacji popytu. 
 
Słowa kluczowe: gospodarka magazynowa, prognozowanie, system prognoz, błędy pro-
gnoz. 
 
 
Wprowadzenie 
 

W dużych centrach magazynowo-dystrybucyjnych zarządzanie opiera się  
w dużej mierze na następującej „triadzie”: 
− system prognostyczny (prognozowanie sprzedaży), 
− zamówienia do dostawców, 
− zamówienia klientów. 

Od trafności prognoz sprzedaży zależy poziom zaspokojenia popytu (sto-
pień realizacji zamówień zgłaszanych przez klientów) [Sarjusz-Wolski, 2000]. 
Przy występującej współcześnie nadpodaży dóbr, jakość obsługi (dostępność 
produktów) to ważny czynnik wpływający na przewagę konkurencyjną przed-
siębiorstw. Od poziomu i struktury prognoz zależy również poziom zamówień 
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do dostawców, a to z kolei determinuje obciążenie magazynu (większe zapełnie-
nie, wyższe koszty magazynowania itd.). Tego typu powiązania implikują ko-
nieczność analizowania systemu prognostycznego (systemu prognoz sprzedaży), 
w powiązaniu z gospodarką magazynową i poziomem zaspokojenia popytu 
[Mentzer, Bienstock, 1998]. Celem niniejszego artykułu jest zaprezentowanie 
tego typu powiązań z wykorzystaniem danych dla realnie funkcjonującego 
przedsiębiorstwa.  
 
 
1. Charakterystyka systemu prognostycznego 
 

Analizowana firma to centrum magazynowo-dystrybucyjne przedsiębior-
stwa o zasięgu międzynarodowym, z siedzibą w pobliżu Szczecina. Na początku 
każdego tygodnia obliczane są 5-tygodniowe prognozy wielkości sprzedaży dla 
ok. 12 tys. produktów. Sprzedawane wyroby to różnego rodzaju narzędzia, odzież 
robocza, akcesoria wykorzystywane w mechanice samochodowej, w budownictwie, 
przyrządy pomiarowe itp. Większość produktów charakteryzuje się niską często-
ścią sprzedaży, rozumianą jako udział tygodni z dodatnią sprzedażą (w ogólnej 
liczbie analizowanych tygodni). Szeregi czasowe sprzedaży są nieregularne, ce-
chują się dużą zmiennością i brakiem jednoznacznych prawidłowości.  

W literaturze poświęconej systemom prognozowania sprzedaży zaleca się 
zazwyczaj stosowanie metod analizy szeregów czasowych czy też różnego rodzaju 
modeli ekonometrycznych [Mentzer, Bienstock, 1998]. Rzadziej postuluje się 
wyznaczanie prognoz na podstawie rozkładów teoretycznych sprzedaży [zob. m.in. 
Sarjusz-Wolski, 2000]. Wytyczne odnośnie tego typu systemów są zazwyczaj 
bardzo ogólne [zob. Mentzer, Bienstock, Kahn, 1998; Mentzer, Kahn, 1995]. 

System prognostyczny1 skonstruowano tak, że metoda prognozowania dla 
każdego produktu jest wybierana poprzez minimalizację 5-tygodniowego błędu 
ex post (pierwiastek błędu średniokwadratowego – RMSE)2. Dla każdego szeregu 
czasowego system prognostyczny sam „wybiera” metodę najlepszą do progno-
zowania sprzedaży. W przypadku każdego towaru wybierana jest zatem ta metoda, 
dla której błąd RMSE osiąga minimum.  

W systemie dostępne są następujące metody: 
1. Rozkład empiryczny (mediana). 
2. Rozkład Poissona (mediana). 
3. Rozkład gamma (mediana). 
                                                 
1  Opisywany system prognostyczny został skonstruowany przez jednego z autorów i jest stoso-

wany w bieżącej działalności przedsiębiorstwa.  
2  Podstawowe zagadnienia dotyczące systemów prognostycznych opisywane są w: [Dittmann, 

1996, 2004]. 
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4. Średnia ruchoma (10-tygodniowa). 
5. Model Browna (stała wygładzania ߙ = 0,2). 
6. Model Holta (stałe wygładzania ߙ = 0,2, ߚ = 0,2). 
7. Prognozowanie na podstawie mediany z wartości niezerowych z uwzględnie-

niem średniego okresu między zamówieniami. 
8. Prognozowanie na podstawie mediany z wielkości niezerowych z uwzględ-

nieniem sekwencji sprzedaży z ostatnich pięciu tygodni. 
W pierwszych trzech metodach prognozy obliczane są na podstawie media-

ny odpowiedniego rozkładu. Stosowanie statystyk pozycyjnych wynika z silnej 
asymetrii prawostronnej rozkładów wielkości sprzedaży dla analizowanych pro-
duktów. Kolejne trzy metody to proste modele wygładzania wykładniczego. Na 
podstawie przeprowadzonych eksperymentów, w modelu Browna i Holta przyję-
to, że stałe wygładzania wynoszą 0,2. Ostatnie dwie metody (metoda nr 7 i 8) 
uwzględniają specyfikę sprzedaży w badanym przedsiębiorstwie. W metodzie 7 
wykorzystuje się informację, że część produktów jest zamawiana w mniej więcej 
stałych odstępach. W przypadku pewnej klasy wyrobów pojawiają się podobne 
sekwencje sprzedaży, co uwzględnia metoda nr 8.  

Warto dodać, że poza wymienionymi rozpatrywane były również inne me-
tody prognozowania (zaawansowane metody analizy szeregów czasowych, mo-
dele ekonometryczne itp.), nie dawały one jednak zadowalających rezultatów, 
dodatkowo komplikując system prognostyczny.  

Przy tworzeniu systemu prognoz brane pod uwagę były różnego rodzaju 
modele tendencji rozwojowych. Jednak szeregi czasowe sprzedaży są bardzo 
nieregularne, rzadko wykazują czytelne prawidłowości, w związku z czym mo-
dele tego typu prowadziły do prognoz o dużych błędach. W literaturze dotyczą-
cej prognoz sprzedaży wskazuje się czasem na możliwość stosowania modeli 
typu ARIMA [Dittmann, 1996]. Podjęta została próba zaaplikowania tego typu 
modeli w omawianym systemie prognostycznym. Jednakże w większości przy-
padków prowadziły one do prognoz ex post istotnie odbiegających od wartości 
empirycznych3. Z kolei przy konstruowaniu przyczynowo-opisowych modeli 
ekonometrycznych poważnym problemem okazał się wybór zmiennych obja-
śniających.  

W omawianym systemie prognostycznym częstość prognoz jest dostosowa-
na do faktycznej częstości sprzedaży analizowanych produktów w okresie, z któ-
rego pochodzą dane. Częstość (tygodniowa) sprzedaży danego wyrobu jest tutaj 

                                                 
3  W wielu przypadkach modele ARIMA redukowały się do modeli MA(1), a więc prognozy 

sprowadzały się praktycznie do prognoz naiwnych.  
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rozumiana jako udział tygodni o dodatniej sprzedaży w liczbie tygodni ogółem. 
Prognozy są również korygowane m.in. ze względu na możliwość występowania 
efektów sezonowych.   

Prognozy wyznaczane na podstawie omawianego systemu były porówny-
wane z prognozami naiwnymi. W systemie prognoz naiwnych przyjęto, że pro-
gnoza jest na poziomie ostatniej zrealizowanej wielkości sprzedaży, przy czym 
prognozy te zostały dodatkowo skorygowane tak, aby częstość prognoz była  
(z możliwym przybliżeniem) taka, jak rzeczywista częstość sprzedaży danego 
produktu (w badanym okresie).   

Zapas bezpieczeństwa w każdym z analizowanych przypadków był liczony 
generalnie jako odchylenie o rozpiętości trzech decyli (od mediany). Zapasy 
bezpieczeństwa odnoszą się do 3-tygodniowego terminu realizacji dostaw i są  
w badanym przedsiębiorstwie również uzależniane od (tygodniowej) częstości 
sprzedaży produktów. 

Do oceny trafności prognoz zaproponowano błąd skonstruowany specjalnie 
na potrzeby omawianego systemu prognostycznego. Wadą większości miar do-
kładności prognoz ex post jest to, że mogą być obliczane tylko wtedy, gdy 
sprzedaż jest dodatnia ሺ்ݕ > 0ሻ. Zazwyczaj stosowane błędy procentowe (np. 
MPE, MAPE, współczynniki Theila, etc.) mają w mianowniku wartości empiryczne 
z okresu weryfikacji prognoz. Jak zatem mierzyć trafność prognoz w przypadku 
rzadko sprzedawanych produktów? Pomocny może być tutaj następujący błąd, 
który wyznaczany jest dla poniższych przypadków4: 

ଶܦ • = ∑ ௬೅೛ି∑ ௬೅ೖ೅సభೖ೅సభ௠௔௫൛∑ ௬೅೛,∑ ௬೅ೖ೅సభೖ೅సభ ൟ,   jeżeli ∑ ௞்ୀଵ்ݕ ≠ ∑ ௣௞்ୀଵ்ݕ , 

ଶܦ • = 0,       jeżeli ∑ ௞்ୀଵ்ݕ = ∑ ௣௞்ୀଵ்ݕ . 
gdzie 
k – liczba prognoz, ்ݕ௣ – wartość prognozy w tygodniu T, ்ݕ – sprzedaż w tygodniu T. 

W tym miejscu pojawia się pytanie: dlaczego uwzględniać dwa przypadki? 
Drugi przypadek w powyższym wzorze ma uwzględniać sytuacje, w których pro-
gnozy i sprzedaż są równe zeru, a więc mamy do czynienia z symbolem nieozna-
czonym. Tego typu przypadki są w rozważanym przedsiębiorstwie bardzo częste.  

Wyodrębnienie dwóch przypadków nie wymusza również założenia, że 
mianownik we wzorze musi być większy od zera. Jeśli mianownik jest równy 
zeru, to licznik też musi być równy zeru (w mianowniku osiąga maksimum), 
dlatego też występuje przypadek drugi, w którym błąd jest równy zero.  
                                                 
4  Jest to propozycja autorska. 
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Analizując prezentowany błąd, trzeba mieć na uwadze, że w liczniku nie 
występuje wartość bezwzględna (mianownik jest zawsze nieujemny), co ozna-
cza, że błędy o różnych znakach się znoszą. Między innymi z tego powodu ana-
lizowane są rozkłady błędu. Znak błędu niesie ze sobą ważną informację o tym, 
czy prognozy są zawyżone, czy też zaniżone, a tego typu sygnały są ważne  
w bieżącym zarządzaniu przedsiębiorstwem.  

Omawiany błąd jest znormalizowany i należy do przedziału ܦଶ ∈ 〈−1; 1〉. 
Jeśli suma prognoz jest niższa od sumy wartości rzeczywistych, to błąd ܦଶ jest 
ujemny. Jeśli suma prognoz jest wyższa od sumy wartości rzeczywistych, to błąd ܦଶ jest dodatni. Jeżeli suma prognoz jest taka, jak suma wartości empirycznych, 
to błąd ܦଶ = 0.  

Błąd ten także umożliwia analizowanie przypadków „skrajnych”, w których 
sprzedaż lub (oraz) prognozy są równe zero. Jeśli sprzedaż jest zerowa, a pro-
gnozy są dodatnie, to ܦଶ = 1. Z kolei, gdy sprzedaż jest dodatnia, a prognozy 
zerowe, to ܦଶ = −1. Są to przypadki ważne z punktu widzenia zarządzania 
przedsiębiorstwem. Jeżeli celem przedsiębiorstwa jest jak najlepsze zaspokoje-
nie popytu, to szczególną wagę należy przywiązywać do prognoz, dla których ܦଶ = −1. Z kolei, gdy ważniejsze jest zmniejszanie obciążenia magazynu, nale-
ży większą uwagę przywiązywać do prognoz, dla których ܦଶ = 1.  
 
 
2. Ilustracja empiryczna 
 

Korzyści ze stosowania systemu prognoz zbadano na trzy sposoby. Po pierw-
sze, porównano trafność aktualnego systemu prognoz z trafnością systemu pro-
gnoz naiwnych poprzez obliczenie opisanego błędu ex post. Po drugie, porównano 
zamówienia do dostawców wygenerowane na podstawie obu systemów progno-
stycznych. Po trzecie, zestawiono zamówienia wygenerowane za pomocą obu 
systemów prognoz z rzeczywistymi zamówieniami złożonymi przez klientów. 
 
2.1. Trafność prognoz 
 

Trafność obu systemów prognoz zbadano za pomocą błędu prognoz ex post. 
Rozkłady błędu przedstawia rys. 1. 
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Rys. 1. Porównanie trafności systemów prognoz 
 

W obu systemach prognoz dominowały produkty, dla których błąd względny 
ex post wyznaczony dla obu systemów był równy 0 (czyli prognozy były dokładnie 
takie, jak rzeczywista wielkość sprzedaży). W przypadku aktualnego systemu 
prognoz było to 68% produktów, w przypadku prognoz naiwnych – 67%. Należy 
jednak nadmienić, że w ogromnej większości dotyczyło to produktów, w których 
zarówno prognozy, jak i sprzedaż były równe 0. Relatywnie duże są także błędy 
na obu krańcach przedziału zmienności błędu ex post. W przypadku, gdy sprze-
daż była wyższa od prognoz (prognozy były zaniżone), błąd przyjmował wartość 
ujemną. Jego wartość na samym końcu przedziału (równa -1) wskazuje odsetek 
produktów, dla których prognozy były równe 0, a sprzedaż dodatnia. Aktualny 
system prognoz wypadł pod tym względem nieco gorzej niż system prognoz nai-
wnych. W jego przypadku wystąpiło 7,3% takich produktów, w przypadku prognoz 
naiwnych – 5,7%. Z kolei na drugim końcu przedziału zmienności występują 
produkty, w których sprzedaż była równa 0, a prognozy dodatnie. W systemie 
prognoz takich produktów było 15,1%, a w systemie prognoz naiwnych – 17,4%. 
Tak więc pod tym względem aktualny system prognoz dał nieco lepsze wyniki 
niż system prognoz naiwnych. Podsumowując, trudno jest jednoznacznie wykazać 
wyższość któregokolwiek systemu na podstawie przedstawionego błędu ex post. 
Wynika to z tego, że analizowane szeregi czasowe sprzedaży zazwyczaj charak-
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teryzowały się wysoką entropią, rozumianą jako duży udział zmienności loso-
wej. Brak wyraźnych prawidłowości bardzo komplikuje prognozowanie szere-
gów czasowych sprzedaży, jednak jakość otrzymywanych wyników można 
uznać za zadowalającą (na potrzeby zarządzania badanym przedsiębiorstwem). 
 
 
2.2. Porównanie zamówień do dostawców 
 

Za pomocą obu systemów prognoz wygenerowano zamówienia do dostaw-
ców. Zależą one w głównej mierze od poziomu prognoz. Liczbę zamawianych 
pozycji oraz łączną wartość zamówień dla obu systemów przedstawia tabela 1. 
 
Tabela 1. Liczba zamawianych produktów oraz wartość zamówień wyznaczona dla obu 

systemów prognoz (w zł) 
 

Aktualny system prognoz System prognoz naiwnych 
Liczba zamawianych produktów 621 888 
Łączna wartość zamówień [zł] 252 054,35 471 226,59 

 
Jak wynika z powyższej tabeli, aktualnie stosowany system prognoz wyge-

nerował konieczność zamówienia 621 produktów, a system prognoz naiwnych – 
888. Jeżeli chodzi o łączną wartość zamówień, to dla prognoz naiwnych była 
ona prawie dwukrotnie wyższa. Strukturę wartości zamówień dla obu systemów 
przedstawia rys. 2. 
 

 
 
Rys. 2. Struktura wartości zamówień do dostawców dla badanych systemów prognoz 
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Dla obu systemów prognoz przeważały produkty o wartości zamówienia do 
100 zł. W aktualnym systemie prognoz produkty te stanowiły ponad 46%, a w sys-
temie prognoz naiwnych – 40,5%. Rozkład wartości zamówień jest skrajnie pra-
wostronnie asymetryczny, relatywnie znaczącą (w sensie wartościowym) grupę sta-
nowią produkty, dla których zamówienia opiewały na łączną wartość powyżej 
1900 zł. W systemie aktualnym produktów takich było niecałe 4%, a w systemie 
prognoz naiwnych – 6,6%. Różnice w strukturze mogą się wydawać na pierwszy 
rzut oka niewielkie, ale wyraźne różnice w wysokości pierwszego i ostatniego 
przedziału wykresu w głównym stopniu przełożyły się na duże różnice w łącznej 
wartości zamówień. W celu pełniejszego zobrazowania struktury wartości zamó-
wień, obliczono wybrane pozycyjne parametry rozkładu. Przedstawia je tabela 2. 
 
Tabela 2. Parametry rozkładu wartości zamówień do dostawców [zł] 
 

Statystyka Aktualny system prognoz System prognoz naiwnych 
Q1.4 39,128 49,776 
M 120,480 155,483 

Q3.4 381,764 464,703 
Q 171,318 207,463 

 
Z powyższej tabeli wynika, że indywidualne zamówienia składane na pod-

stawie prognoz naiwnych miały znacznie wyższe wartości. Mediana była wyższa 
o ok. 35 zł, kwartyl pierwszy o 10, a kwartyl trzeci – o ponad 80 zł. Świadczy to 
zarówno o wyższym poziomie wartości zamówień, jak i o większej ich zmien-
ności, co widoczne jest w wartości odchylenia ćwiartkowego. 

Z wielkością zamówień związany jest także poziom zapasów bezpieczeń-
stwa. Dla analizowanych systemów prognoz ich poziomy były zbliżone. 
 
 
2.3. Porównanie stopnia realizacji zamówień klientów 
 

Działanie obu systemów prognoz zostało porównane z rzeczywistymi za-
mówieniami złożonymi przez klientów. W badanym okresie klienci zamówili 
626 pozycji. Już na podstawie tej wielkości można wnioskować, że aktualny sys-
tem prognoz lepiej dostosowuje się do zmian, ponieważ analizując liczbę zamó-
wionych u dostawców pozycji (tabela 1), system aktualny wygenerował zamó-
wienia dla 621 pozycji, a system prognoz naiwnych aż 888, co może świadczyć, 
że duża liczba produktów była zamówiona niepotrzebnie, podnosząc poziom za-
pasów. Porównując prognozy sprzedaży z rzeczywistymi zamówieniami klien-
tów, obliczono względne odchylenia pomiędzy zamówieniami klientów a pro-
gnozami. Im są one większe, tym oczywiście gorzej. Mogą być ujemne (gdy 
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prognoza nie doszacowała rzeczywistej sprzedaży produktu) albo dodatnie (gdy 
sprzedaż była przeszacowana). Z dwojga złego, zdecydowanie gorsze jest jednak 
niedoszacowanie sprzedaży (gdyż zmniejsza poziom obsługi klienta). Strukturę 
względnych odchyleń prognoz od rzeczywistych zamówień klientów dla obu 
systemów prognoz przedstawia rys. 3. 
 

 
 
Rys. 3. Struktura względnych odchyleń prognoz od zamówień klientów dla obu  

systemów prognoz 
 

Jak widać z powyższego wykresu, dla obu systemów prognoz największe 
grupy produktów to takie, w których prognozy były zaniżone w stosunku do za-
mówień o ponad 80% (pierwszy słupek na wykresie) i takie, dla których prognozy 
były zawyżone o ponad 300% (ostatni przedział). Dla aktualnego systemu pro-
gnoz było więcej produktów, gdzie prognozy były najbardziej zaniżone – aż 36%. 
W przypadku systemu prognoz naiwnych takich produktów było niecałe 28%.  
Z kolei największe zawyżenie prognoz dla aktualnego systemu występowało w 15% 
produktów, a dla systemu prognoz naiwnych – w 17%. Ogólnie nie ma większej 
różnicy w strukturze względnych odchyleń prognoz od zamówień klientów.  

Warto w tym miejscu dodać, że dostępność, liczona jako frakcja zamówień 
zrealizowanych w 100%, była na poziomie ponad 92%, co wskazuje na wysokie 
zaspokojenie popytu. Wyznaczany zapas bezpieczeństwa pozwalał na realizację 
większości zamówień, w tym także tych, które przewyższają prognozowaną wiel-
kość sprzedaży. 
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Dokładniejszego porównania struktury można dokonać, porównując ze sobą 
wybrane pozycyjne parametry struktury prognoz wyznaczonych dla produktów 
zamawianych przez klientów. Przedstawia je tabela 3. 
 
Tabela 3. Parametry rozkładu wielkości prognoz dla produktów zamawianych  

przez klientów 
 

Statystyka Aktualny system prognoz System prognoz naiwnych 
Q1.4 -1,000 -0,900 
M -0,243 -0,060 

Q3.4  1,191  1,606 
Q  1,095  1,253 

 
Porównanie parametrów struktury produktów zamawianych w danym tygo-

dniu przez klientów dla obu systemów prognoz przedstawia się dość interesująco. 
Widać, że dla systemu prognoz naiwnych wartość środkowa wyniosła -0,06, 
czyli była bliska 0. Tak więc mniej więcej dla połowy produktów prognozy były 
zaniżone, a dla drugiej połowy były zawyżone. W przypadku aktualnego syste-
mu prognoz mediana wyniosła -0,243, czyli prognozy były zaniżone w stosunku 
do rzeczywistej wielkości zamówień dla więcej, niż połowy produktów. Żeby 
porównać to dokładnie, sprawdzono, które percentyle były równe zero dla obu 
systemów prognoz. Dla systemu aktualnego był to percentyl pięćdziesiąty szósty, 
a dla systemu prognoz naiwnych – pięćdziesiąty pierwszy. Tak więc nie ma pod 
tym względem większych różnic. Świadczy to o dużej asymetrii rozkładu, co po-
twierdza rys. 3. Widać także, że badane odchylenia mają znacznie wyższą zmien-
ność dla prognoz naiwnych, co z kolei wynika z tego, że dla większego odsetka 
produktów prognozy te były zawyżone. 
 
 
Podsumowanie 
 

W artykule porównano trafność prognoz wyznaczonych na podstawie aktu-
alnie stosowanego systemu prognoz ze zmodyfikowanym systemem prognoz nai-
wnych. Aktualny system prognoz wygenerował znacznie niższe prognozy, co 
przełożyło się na istotnie niższe zamówienia do dostawców. Wartość zamówień 
przy założeniu stosowania systemu prognoz naiwnych była prawie dwukrotnie 
wyższa niż w przypadku stosowania aktualnego systemu prognoz, co prowadzi 
do znacząco większego obciążenia magazynu. Z drugiej strony, prognozy obli-
czone według aktualnego systemu częściej były zaniżone w stosunku do rze-
czywistych zamówień od klientów, a prognozy naiwne nierzadko zawyżone. Po-
ziom obsługi klienta był jednak dla obu systemów zbliżony (mimo większego 
zaniżenia prognoz w przypadku systemu aktualnego), dzięki podobnym pozio-
mom zapasów bezpieczeństwa. Należy zaznaczyć, że poziom obsługi klienta jest 
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w badanym przedsiębiorstwie rozumiany jako udział produktów, na które za-
mówienia zrealizowano w 100%. W takim ujęciu różni się on od najczęściej po-
dawanych w literaturze rodzajów poziomów obsługi klienta [Nahmias, 2001]. 
Wszystkie te aspekty razem potwierdzają zasadność stosowania aktualnego sys-
temu prognoz, gdyż dzięki niemu można znacznie obniżyć poziom zapasów i za-
mrozić w nich mniejszą ilość środków finansowych. Przedmiotem dalszych badań 
w tym zakresie będzie kolejne doskonalenie aktualnego systemu prognoz, w celu 
zwiększenia dopasowania ich do rzeczywistej wielkości i struktury sprzedaży.  
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OCCUPANCY OF THE MAGAZINE IN THE CONTEXT  
OF ACCURACY OF SALES FORECASTING SYSTEM 

 
Summary: The main aim of the article was to illustrate the impact of the accuracy of 
sales forecasting system on the state of products in actually functioning warehouse located 
near Szczecin. Forecasts accuracy was also referred to level of demand satisfaction. Ac-
curacy of the forecasts obtained on the basis of functioning forecasting system was com-
pared with naïve forecasts which are taken as a reference point. Influence of each of the 
forecasting procedures on warehouse occupancy and demand satisfaction was analysed. 
The general conclusion is that forecasts accuracy and level of demand satisfaction were 
quite similar both for actual and naïve forecasts system, but naïve forecasts led to much 
higher occupancy of the warehouse. 
 
Keywords: warehouse management, forecasting, forecasting system, forecasting errors. 
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O REGULE DECYZYJNEJ WSPIERAJĄCEJ  
WIELOKRYTERIALNE POSZUKIWANIE  

OPTYMALNEJ STRATEGII CZYSTEJ  
W WARUNKACH NIEPEWNOŚCI 

 
Streszczenie: W pracy opisano propozycję nowego podejścia, które można wykorzystać 
w wielokryterialnym podejmowaniu decyzji w przypadku poszukiwania optymalnej strate-
gii czystej w warunkach niepewności (decydent nie zna bądź nie zamierza skorzystać z in-
formacji o prawdopodobieństwie wystąpienia poszczególnych stanów natury). Prezento-
wana reguła decyzyjna poprzedzona jest etapem prognostycznym, w ramach którego brane 
jest pod uwagę nastawienie decydenta do ryzyka (rozumianego jako możliwość uzyskania 
niekorzystnej wypłaty) mierzone współczynnikiem optymizmu. Etap ten służy do wyło-
nienia najbardziej „prawdopodobnego” (tj. odzwierciedlającego naturę decydenta) scena-
riusza bądź zbioru najbardziej „prawdopodobnych” scenariuszy i ma na celu zawężenie 
pierwotnej macierzy wypłat, na podstawie której wybierana jest najlepsza decyzja. Proce-
dura odwołuje się do planowania scenariuszowego i do metody SF+AS (ang. Scenario 
Forecasting + Alternative Selection Method) przedstawionej w innym artykule i znajdują-
cej zastosowanie w jednokryterialnych problemach decyzyjnych. 
 
Słowa kluczowe: strategia czysta, niepewność, planowanie scenariuszowe, wielokryterialne 
podejmowanie decyzji, współczynnik optymizmu. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Problematyka wielokryterialnego podejmowania decyzji w warunkach nie-
pewności (WPDN) poruszana jest w wielu pracach, gdyż w rzeczywistych pro-
blemach decyzyjnych decydenci najczęściej kierują się więcej niż jednym kryte-
rium, a deterministyczne ustalenie parametrów związanych z poszczególnymi 
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celami jest często niemożliwe. Przegląd modeli, metod i narzędzi znajdujących 
zastosowanie w WPDN znajduje się np. w [Durbach i Stewart, 2012]. 

W niniejszej pracy zaproponowano regułę decyzyjną dla dyskretnej opty-
malizacji wielocelowej wykorzystującej planowanie scenariuszowe i dotyczącej 
decyzji realizowanych jednorazowo. Procedura służy do wyłonienia optymalnej 
strategii czystej w grach z naturą. Zakłada ona, iż macierze wypłat dla poszcze-
gólnych kryteriów są zależne. Proponowana metoda uwzględnia zarówno prefe-
rencje decydenta związane z optymalizowanymi celami, jak i jego nastawienie 
do ryzyka, które jest mierzone za pomocą współczynnika optymizmu. Reguła 
decyzyjna zasadniczo tym różni się od istniejących podejść, iż rozpoczyna się 
etapem prognostycznym służącym do wyłonienia scenariusza (bądź scenariuszy) 
odzwierciedlającego naturę decydenta.  

Artykuł ma następującą strukturę. Część pierwsza przedstawia najistotniej-
sze cechy WPDN i założenia przyjęte w pracy. W części drugiej opisano regułę 
decyzyjną, która może okazać się przydatna w wielokryterialnym poszukiwaniu 
optymalnej strategii czystej. W części trzeciej zaprezentowano fikcyjny problem 
decyzyjny i wyznaczono rozwiązanie na podstawie wspomnianej procedury. 
Wnioski zebrano w zakończeniu.  
 
 
1. Wielokryterialne podejmowanie decyzji  

w warunkach niepewności 
 

Pojęcie „niepewność” rozumiane jest w literaturze na wiele różnych sposo-
bów [zob. np. Kopańska-Bródka, 1998; Ogryczak, 2006; Trzpiot, 2006; Kuchta, 
2010; Tyszka, 2010; Birge i Louveaux, 2011; Domurat i Zieliński, 2013; Sło-
wiński, Kadziński i Greco, 2014]. W niniejszej pracy zostanie wykorzystane po-
dejście Knighta [Knight, 1921], czyli tradycyjne, zgodnie z którym podejmowanie 
decyzji w warunkach niepewności (PDN) oznacza, iż decydent wybiera odpo-
wiednią strategię (decyzję, wariant decyzyjny) na podstawie zbioru scenariuszy 
(stanów natury), których prawdopodobieństwo wystąpienia nie jest znane (a jeśli 
nawet jest znane, to decydent nie zamierza z tej informacji skorzystać), co można 
określić jako „niepewność bez prawdopodobieństwa” lub „całkowita niepewność” 
[von Neumann i Morgenstern, 1944; Courtney, Kirkland i Viquerie, 1997; Williams, 
Smith i Young, 1997; Dominiak, 2006; Render, Stair i Hanna, 2006; Sikora (red.), 
2008; Trzaskalik, 2008; Walliser, 2008; Groenewald i Pretorius, 2011].  

Prace prezentujące klasyczne reguły decyzyjne oraz ich rozszerzenia dla jedno-
kryterialnego i wielokryterialnego PDN są bardzo liczne [Wald, 1950; Hurwicz, 
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1952; Savage, 1961; Nakamura, 1986; Schmeidler, 1986; Gilboa i Schmeidler, 
1989; Klein, Moskowitz i Ravindran, 1990; Piasecki, 1990; Tversky i Kahneman, 
1992; Triantaphyllou i Lin, 1996; Xu, 2000; Ellsberg, 2001; Goodwin i Wright, 
2001; Korhonen, 2001; Marinacci, 2002; Tsaur, Chang i Yen, 2002; Yu, 2002; 
Ghirardato, Maccheroni i Marinacci, 2004; Mikhaidov i Tsvetinov, 2004; Urli  
i Nadeau, 2004; Stewart, 2005; Dominiak, 2006, 2009; Montibeller, Gummer  
i Tumidei, 2006; Wang i Elhag, 2006; Ben Amor, Jabeur i Martel, 2007; Gaspars, 
2007; Hayashi, 2008; Ramik i in., 2008; Ravindran, 2008; Gilboa, 2009; Ginevičius 
i Zubrecovas, 2009; Ram, Montibeller i Morton, 2010; Wojownik i Szapiro, 2010; 
Basili i Chateauneuf, 2011; Ioan i Ioan, 2011; Liu, Fan i Hang, 2011; Etner, Jeleva 
i Tallon, 2012; Lee, 2012; Gaspars-Wieloch, 2012, 2013, 2014a, 2014b, 2014c, 
2014d, 2014e, 2015a, 2015b, 2015c, 2015d; Suo, Li i Huang, 2012; Aghdaie, 
Zolfani i Zavadskas, 2013; Hopfe, Augenbroe i Hensen, 2013; Janjic, Andjelkovic 
i Docic, 2013; Michnik, 2013; Durbach, 2014; Eiselt i Marianov, 2014], patrz 
tabela 1. Warto jednak podkreślić, że większość procedur odwołuje się do rachunku 
prawdopodobieństwa (np. kumulacyjna teoria perspektywy, maksymalizacja ocze-
kiwanej użyteczności, α-maksiminowa oczekiwana użyteczność, oczekiwana 
użyteczność Choqueta), które w tym opracowaniu, zgodnie z przyjętym podej-
ściem Knighta, traktować będziemy jako reguły decyzyjne wspierające podej-
mowanie decyzji w warunkach niepewności z prawdopodobieństwami. 
 
Tabela 1. Przykładowe prace opisujące reguły decyzyjne dla problemów jedno-  

i wielokryterialnych w warunkach niepewności 
 

Strategie  
i problemy 

Problemy  
jednokryterialne 

Problemy  
wielokryterialne 

Strategie czyste Basili, Chateauneuf i Fontini, 2008; 
Chateauneuf i Cohen, 2000; Ellsberg, 

2001; Gaspars, 2007; Gaspars-Wieloch, 
2013, 2014a, 2014c, 2014d, 2015a, 

2015b, 2015c; Ghirardato, Maccheroni 
i Marinacci, 2004; Gilboa, 2009;  

Gilboa i Schmeidler, 1989; Hayashi, 
2008; Hurwicz, 1952; Ioan i Ioan, 

2011; Karni, 1985; Nakamura, 1986; 
Piasecki, 1990; Savage, 1961;  

Wald, 1950 

Ben Amor, Jabeur i Martel, 2007;  
Dominiak, 2006, 2009; Durbach, 2014; 

Eiselt i Marianov, 2014; Gaspars- 
-Wieloch, 2014e; Klein, Moskowitz  

i Ravindran, 1990; Montibeller,  
Gummer i Tumidei 2006; Liu, Fan, 
Hang, 2011; Michnik, 2013; Ram, 
Montibeller i Morton, 2010; Ramik  

i in., 2008; Ravindran, 2008; Stewart, 
2005; Urli i Nadeau, 2004 

Strategie mieszane Gaspars-Wieloch, 2014b; Gilboa, 2009; 
Officer i Anderson, 1968; Puppe i 

Schlag 2009; Sikora, 2008; Wald, 1950 

De Marco i Morgan, 2009; Gaspars- 
-Wieloch, 2015d; Grigorieva, 2014; 

Lozan i Ungureanu, 2013; Voorneveld, 
Vermeulen i Borm, 1999; Voorneveld, 

Grahn I Dufwenverg, 2000 
 
*  Reguły opisane w pracach dotyczących strategii mieszanych i problemów wielokryterialnych 

znajdują zastosowanie w grach z drugim graczem, a nie w grach z naturą. 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
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Istniejące procedury służą poszukiwaniu optymalnej strategii czystej (wy-
bierany i realizowany jest dokładnie jeden wariant decyzyjny) bądź mieszanej 
(wybierana i realizowana jest kombinacja strategii czystych). Tutaj skoncentru-
jemy się na wyborze strategii czystej. 

W literaturze znaleźć można opisy metod stosowanych w sytuacji, gdy pod-
jęta decyzja ma być realizowana dokładnie raz lub wielokrotnie. Tutaj rozwa-
żymy pierwszy przypadek. Tego typu decyzje są często spotykane w biznesie 
(fuzje i przejęcia, inwestycje nieruchomościami, rozwój nowego produktu, za-
rządzanie kryzysowe) [Liu i Zhao, 2009; Guo, 2011]. 

W pracy odwołamy się do planowania scenariuszowego (PS) [Van der Heijden, 
1996; Pomerol, 2001], które zdaniem Durbach i Stewart [2012] jest bardzo po-
mocne w PDN, gdyż nie wymaga od decydenta operowania rachunkiem praw-
dopodobieństwa, funkcjami przynależności i zbiorami rozmytymi. Zajmiemy się 
więc WPDN+PS. PS ułatwia identyfikację czynników, które mogą wywrzeć 
wpływ na efekty podjętych przez nas decyzji. W planowaniu scenariuszowym 
zakłada się, że wynik dokonanego wyboru zależy od podjętej decyzji i scenariu-
sza, który wystąpi w przyszłości.  

Reguła zaproponowana w niniejszym opracowaniu dotyczyć będzie dys-
kretnej wersji optymalizacji wielocelowej. Oznacza to, iż zbiór możliwych de-
cyzji jest pierwotnie ustalony, skończony i dyskretny. Problem tak zdefiniowany 
można przedstawić za pomocą n decyzji (D1, …, Dj, …, Dn), przy czym każda  
z nich oceniana jest na podstawie p kryteriów (C1, …, Ck, …, Cp) i m stanów natury 
(S1, …, Si, …, Sm). Wartości dla poszczególnych celów podawane są w odręb-
nych macierzach wypłat, a każda macierz zawiera n×m wypłat. Przyjmijmy, że 
aij

k jest realizacją kryterium Ck przy założeniu, że wybrana zostanie decyzja Dj  

i wystąpi scenariusz Si. W artykule ograniczymy się do przypadku, w którym 
rozkłady wypłat dla wszystkich wariantów decyzyjnych są dyskretne. 

We wprowadzeniu zasygnalizowano, że opracowana reguła będzie odpo-
wiednia dla zależnych macierz wypłat. Mamy z nimi do czynienia, gdy przykła-
dowo wybór decyzji D1 przy jednoczesnym wystąpieniu stanu natury S1 skutkuje 
uzyskaniem wypłat a11

1, a11
2, …, a11

p (czyli scenariusz pierwszy obowiązuje  
w tym przypadku dla wszystkich kryteriów). 

Istniejące reguły decyzyjne w różny sposób uwzględniają naturę decydenta, 
jego nastawienie do ryzyka, rozumianego jako możliwość uzyskania niekorzyst-
nego wyniku [Fishburn, 1984; Dominiak, 2006]. W proponowanej procedurze 
zastosujemy współczynnik optymizmu ]1,0[∈β , szacowany subiektywnie i in-
tuicyjnie przez samego decydenta. 
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Tabela 2. Macierz wypłat – przykład 1 
 

Scenariusze i decyzje D1 D2 D3 

S1 5 4 3 (min) 
S2 10 (max) 1 (min) 7 (max) 
S3 0 (min) 8 (max) 5 

 
Źródło: Opracowanie własne [zaczerpnięte z Gaspars-Wieloch, 2015b]. 
 

W niektórych podejściach decydent postępuje tak, jakby natura była świa-
domym przeciwnikiem, który zmienia swoją strategię w zależności od wyboru 
decydenta. Jest to bardzo widoczne w regułach: Walda, maximax i Hurwicza.  
W tabeli 2 zaprezentowano wypłaty dla fikcyjnego przykładu. Jak widać, scena-
riusz S2 jest najbardziej optymistycznym scenariuszem w przypadku wyboru de-
cyzji D1 lub D3 i jest jednocześnie najbardziej pesymistycznym stanem natury 
dla decyzji D2. Oznacza to, że szukając maksymalnych i minimalnych wartości 
związanych z danym wariantem decyzyjnym w celu wyznaczenia wskaźników 
dla wspomnianych reguł, raz traktujemy konkretny scenariusz jako niezwykle 
atrakcyjny, innym razem jako bardzo niekorzystny. Nie ma więc możliwości 
przypisania danemu stanowi statusu globalnego. Status ten zależy bowiem od 
wybranej strategii. Taką konstrukcję reguł decyzyjnych mocno skrytykowali 
Minor [1954] oraz Officer i Anderson [1968]. W zaproponowanej procedurze 
wykorzystamy współczynnik optymizmu w celu ustalenia statusu dla wszystkich 
scenariuszy. Dzięki temu ostateczny wybór decydenta będzie dokonywany nie 
na podstawie „ruchomych” scenariuszy o skrajnych wypłatach, lecz na podsta-
wie scenariuszy o cechach odpowiadających naturze rozpatrywanego decydenta.  
 
 
2. Reguła SF+AS dla wielokryterialnego poszukiwania  

optymalnej strategii czystej 
 

Ogólne cechy nowej reguły decyzyjnej zostały wymienione w poprzedniej 
części. Teraz koncepcję przedstawimy szczegółowo. Musimy zastanowić się nie 
tylko nad tym, jak warto uwzględnić nastawienie decydenta do ryzyka, ale też 
nad tym, w jaki sposób mierzyć znaczenie kryteriów, jak je agregować, oraz jak 
połączyć wielokryterialną analizę decyzyjną z planowaniem scenariuszowym. 

Pamiętając o krytyce reguł, traktujących scenariusze jako świadomych prze-
ciwników w grze [Milnor, 1954; Officer i Anderson, 1968], skorzystamy z pro-
cedury opisanej w [Gaspars-Wieloch, 2015b] i noszącej nazwę SF+AS (Scenario 
Forecasting and Alternative Selection). Regułę opracowano dla problemów jed-
nocelowych, składa się ona z dwóch etapów. W pierwszym, na podstawie zade-
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klarowanego współczynnika optymizmu decydenta, wyznacza się scenariusz 
(ewentualnie scenariusze) odpowiadający(e) jego naturze (im wyższy współ-
czynnik optymizmu decydenta, tym bardziej korzystny scenariusz powinien, je-
go zdaniem, wystąpić). Status danego scenariusza jest zatem stały, niezależnie 
od rozpatrywanej decyzji, co oznacza, że w metodzie SF+AS natura nie jest ak-
tywnym graczem, zmieniającym swoją strategię po zapoznaniu się z wyborem 
decydenta. Status scenariusza określa suma „przypadków dominacji”, ukazująca 
pozycję wypłat w stosunku do innych wartości w ramach danego wariantu decy-
zyjnego (dominacja w podejściu wielokryterialnym wykorzystywana jest także 
np. w [Trzpiot i Zawisza, 2000; Nowak, 2004; Liu i in., 2011; Janjic i in., 2013; 
Trzaskalik, 2014]). Drugi etap procedury SF+AS polega na wskazaniu odpo-
wiedniej strategii czystej na podstawie wypłat związanych z wybranymi scena-
riuszami, czyli zredukowanej macierzy wypłat.  

Aby znaleźć metodę wielokryterialną dla problemów deterministycznych, 
którą dałoby się zintegrować z procedurą SF+AS, należy zdecydować się na od-
powiedni model łączący analizę wielokryterialną z planowaniem scenariuszo-
wym. Stewart [2005], Durbach i Stewart [2012] oraz Michnik [2013] proponują 
podział modeli WPDN+PS na dwie klasy: A i B. Klasa A obejmuje modele 
dwuetapowe, w których oceny poszczególnych decyzji szacowane są oddzielnie 
ze względu na scenariusze i kryteria. Klasa zawiera dwie podklasy modeli: A-KS  
i A-SK. W skład podklasy A-KS wchodzą podejścia, w których ocena warian-
tów odbywa się najpierw względem celów w ramach scenariuszy, następnie 
względem stanów natury. W podejściach należących do podklasy A-SK kolej-
ność obliczeń jest odwrócona. Klasa B składa się z procedur jednoetapowych,  
w których generuje się tzw. metakryteria, czyli wartości dla każdej pary scena-
riusz/kryterium. W związku z przyjętym założeniem o zależności macierz wy-
płat, zastosujemy model A-KS.  

Pozostaje więc kwestia wyboru odpowiedniej metody wielocelowej. W pracy 
[Trzaskalik (red.), 2014] scharakteryzowano wiele różnych procedur dla WPD (wie-
lokryterialne podejmowanie decyzji), m.in. metody addytywne: SAW, SMART, 
SMARTER [Churmann i Ackoff, 1954; Edwards i Barron, 1994], AHP, REM-
BRANDT, ANP [Saaty 1980; 1996; Lootsma, 1993], MACBETH, ZAPROS 
[Bana e Costa i Chagas, 2004; Larichev i Moshkovich, 1995], ELECTRE (Roy  
i Bouyssou, 1993], PROMETHEE [Brans, Mareschal i Vincke, 1984], TOPSIS, 
VIKOR, BIPOLAR [Hwang i Yoon, 1981; Opricovic, 1998; Konarzewska-Gubała, 
1989]. Poza wspomnianymi metodami istnieje szereg innych podejść, np. [Kali-
szewski i Miroforidis 2010; Kaliszewski i in., 2012]. Nie możemy jednak zasto-
sować dowolnej metody, gdyż specyfika reguły SF+AS i konieczność przyjęcia 
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modelu A-KS implikują potrzebę spełnienia przez wybraną procedurę wieloce-
lową kilku warunków. Po pierwsze, nie powinna ona charakteryzować się zbyt 
dużą czasochłonnością czy też stopniem złożoności, ponieważ ma stanowić je-
dynie etap w całej procedurze. Po drugie, musi być metodą odpowiednią dla za-
leżnych macierzy wypłat. Po trzecie, powinna dawać możliwość uwzględnienia 
kryteriów wyrażonych w różnych skalach i jednostkach. Ostatnią pożądaną ce-
chą wybranej metody jest generowanie syntetycznej miary dla każdej pary decy-
zja/scenariusz. Wszystkie wspomniane założenia spełniają z pewnością metody 
addytywne oraz TOPSIS, a najprostszą z nich jest SAW (Simple Additive Weighted 
Method), która polega na wyznaczeniu dla każdej decyzji średniej ważonej będącej 
sumą iloczynów wag wszystkich kryteriów i realizacji tychże kryteriów. Dlatego 
tutaj wykorzystamy to podejście, choć nie jest to jedyne słuszne rozwiązanie.  

Poniżej przedstawiono regułę SF+AS dla problemów wielokryterialnych: 
m(SF+AS): 
1) Określić współczynnik optymizmu β oraz wagi dla każdego kryterium wk 

(k=1, 2, …, p). 

∑
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=
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1        (1) 

2) W razie konieczności, dokonać normalizacji wyjściowych danych (wzór 2 – kry-
teria maksymalizowane, wzór 3 – cele minimalizowane), por. [Kukuła, 2012]: 
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3) Obliczyć zagregowaną wartość dla każdej pary decyzja/scenariusz: 
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4) Wyznaczyć sumę „przypadków dominacji” (di) dla każdego scenariusza: 

∑
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{ }))((max ijiij nApmd −=  ,...,1;,...,1 njmi ==     (6) 

gdzie di stanowi sumę „przypadków dominacji” obliczonych dla scenariusza Si. n to 
liczba decyzji, A(n)ij oznacza wartość syntetyczną znormalizowanych wypłat 
związanych z decyzją Dj i stanem Si. dij to liczba zagregowanych wartości doty-
czących wariantu Dj, które są niższe od A(n)ij. Symbol m oznacza liczbę scena-
riuszy, a p(A(n)ij) określa pozycję wartości A(n)ij w nierosnącym ciągu synte-
tycznych ocen decyzji Dj (jezeli A(n)ij ma tę samą wartość, co inne zagregowane 
wypłaty danej strategii, wówczas należy wskazać najdalszą pozycję tejże warto-
ści we wspomnianym ciągu).  
5) Przyporządkować każdemu scenariuszowi odpowiedni przedział współczyn-

nika optymizmu zgodnie z wzorami (7)–(11): 
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gdzie w jest szerokością przedziału, dmax i dmin to odpowiednio największa i naj-
mniejsza liczba „przypadków dominacji”. Skrajne wartości przedziałów ozna-
czone są symbolami bi (początek) oraz ti (koniec). Poza przedziałem współczyn-
nika optymizmu dla scenariusza z najniższą liczbą „przypadków dominacji”, 
wszystkie przedziały są lewostronnie otwarte. 
6) Wyznaczyć wartości, na podstawie których decydent h podejmie decyzję: 

{ }h
n

h
j

h vvvhV ,...,,...,)( 1=       (12) 

a) Jeżeli βh (współczynnik optymizmu decydenta h) należy do przedziału 
przypisanego dokładnie jednemu scenariuszowi, wówczas zbiór V(h) za-
wiera wszystkie zagregowane oceny związane z tym stanem:  

( ) { }inijiiihiih
i

nAnAnAhVtbtb )(,...,)(,...,)()(],]],[ 1! =⇒∈∨∈∃ ββ     (13) 
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b) Jeżeli βh należy do przedziału przypisanego przynajmniej dwóm scenariu-
szom, zbiór V(h) wyznacza się następująco: 
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gdzie S(Sh
i) stanowi zbiór scenariuszy Si, których przedział pokrywa pa-

rametr βh, a |S(Sh
i)| jest mocą tego zbioru. |S(Sh

i)| oznacza więc liczbę sta-
nów istotnych dla decydenta h.  

c) Jeżeli βk nie należy do żadnego przedziału, szukane wartości ustala się na 
podstawie wzorów (16)–(21):  
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gdzie parametry e oraz f dotyczą scenariuszy, których przydzielone warto-
ści β są nieco niższe (wzór 18) i nieco wyższe (wzór 19) niż βk. Parametry 
te i bf to odpowiednio koniec przedziału scenariusza Se i początek prze-
działu scenariusza Sf. Symbol A(n)ej (A(n)fj) oznacza zagregowaną ocenę 
związaną z decyzją Dj i stanem Se (Sf). Wreszcie S(Se) i S(Sf) to zbiory za-
wierające odpowiednio scenariusze Se i Sf . Jeżeli |S(Se)| (|S(Sf)|), tj. moc 
zbioru S(Se) (S(Sf)), jest większa od jedności (ma to miejsce, gdy więcej 
niż jeden scenariusz posiada ten sam przedział bliski współczynnikowi 
βk), wówczas wartości A(n)ej (A(n)fj) odpowiada średnia arytmetyczna ocen 
dotyczących scenariuszy Se (Sf), zob. wzory (20)–(21).  
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7) Wybrać optymalną strategię czystą: 
a) znaleźć decyzję Dh

j(1), której wartość w zbiorze V(h) jest najwyższa: 
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h
j vD maxarg)1( =        (22) 

b) jeżeli wariant Dh
j(1) spełnia warunek (23), wariant ten jest optymalną stra-

tegią czystą (Dh
j(1)=Dh*

j). 
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gdzie zh jest minimalną liczbą scenariuszy, których zagregowane wypłaty 
powinny być przynajmniej równe w*

j, A(n)t,j(1) spełnia warunek (25) i do-
tyczy decyzji Dh

j(1) oraz scenariusza St. Symbol w*
j oznacza wskaźnik 

Walda uzyskany dla optymalnej strategii wskazanej przez regułę Walda 
(wzory 26-27). 
W przypadku wystąpienia więcej niż jednej decyzji spełniającej warunek 
(22), tylko warianty, dla których spełniona jest zależność (23), są osta-
tecznie optymalne.  

c) jeżeli strategia Dh
j(1) nie spełnia warunku (23), znaleźć decyzję Dh

j(2), dla 
której zachowana jest zależność (28). Taka decyzja zawsze istnieje i jest 
optymalna (Dh

j(2)=Dh*
j). 

  ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥∧→ ∀

∈

))((max *
,

},...,2,1{
jjt

zt

h
j wnAv

h    
(28) 

Jak widać, w ostatnim kroku procedury m(SF+AS) zawarte jest pewnego 
rodzaju zabezpieczenie, które jest kluczowe dla pesymistów i umiarkowanych 
decydentów. Jeżeli bowiem okaże się, że zagregowane oceny decyzji o najwyższej 
wartości vh

j są w przypadku wielu scenariuszy niższe niż wskaźnik Walda, wów-
czas należy wybrać wariant, którego wartość vh

j jest możliwie jak największa, a od-
powiednia liczba zagregowanych ocen jest co najmniej równa wspomnianemu 
wskaźnikowi. Warunki (23)–(27) gwarantują, że im współczynnik optymizmu 
jest niższy, tym pewniejszym jest, że decydent nie uzyska mniej niż w*

j.  
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Przykład 

Reguła m(SF+AS) zostanie zilustrowana przykładem. Załóżmy, że decy-
dentowi zależy na ustaleniu optymalnej strategii czystej, biorąc pod uwagę dwa 
kryteria maksymalizowane C1 i C2 i mając do dyspozycji cztery warianty decy-
zyjne: D1, D2, D3 i D4, przy czym opracował on za pomocą planowania scena-
riuszowego listę możliwych stanów: S1, S2, S3, S4, S5 oraz tabele z wypłatami 
dla poszczególnych celów (tabela 3). 

Na początek (krok 1) decydent powinien określić swoje preferencje, np. 
βh=0.8, w1=0.7 i w2=0.3.  

Ze względu na wyrażenie kryteriów w różnych skalach, konieczne jest wy-
konanie kroku 2. Znormalizowane wartości podano w tabeli 4. 
 
Tabela 3. Macierze wypłat ak

ij dla kryteriów C1 i C2 – przykład 2  
 

K C1 C2 

S \ D D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4 
S1 3.1 4.3 4.9 2.5 60 26 18 24 
S2 1.6 1.9 3.4 2.0 35 24 24 14 
S3 1.2 3.2 4.0 3.4 36 44 13 24 
S4 2.1 3.4 2.2 4.2 16 10 28 30 
S5 1.0 1.9 4.6 3.9 25 8 50 36 

 
Źródło: Opracowanie własne  
 
Tabela 4. Znormalizowane wartości a(n)k

ij – przykład 2 
 

K C1 C2 

S \ D D1 D2 D3 D4 D1 D2 D3 D4 
S1 0.54 0.85 1.00 0.38 1.00 0.35 0.19 0.31 
S2 0.15 0.23 0.62 0.26 0.52 0.31 0.31 0.12 
S3 0.05 0.56 0.77 0.62 0.54 0.69 0.10 0.31 
S4 0.28 0.62 0.31 0.82 0.15 0.04 0.38 0.42 
S5 0.00 0.23 0.92 0.74 0.33 0.00 0.81 0.54 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Zgodnie z modelem A-KS, stosujemy w kroku 3 odpowiednią metodę wieloce-
lową (w tym opracowaniu zdecydowano się na SAW) w celu obliczenia wartości 
syntetycznych (tabela 5). 
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Tabela 5. Zagregowane wartości znormalizowane A(n)ij – przykład 2 
 

S \ D D1 D2 D3 D4 
S1 0.677 0.696 0.758 0.362 
S2 0.263 0.254 0.523 0.214 
S3 0.197 0.603 0.567 0.523 
S4 0.244 0.442 0.331 0.701 
S5 0.098 0.162 0.888 0.682 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

 W kroku 4 obliczamy „przypadki dominacji” (tabela 6) i ich sumy dla każ-
dego scenariusza (szósta kolumna tabeli). 

 W kroku 5 ustalamy przedziały dla β, wykonując następujące obliczenia: 

dmax=max{12,5,8,8,7}=12, dmin=5, 125.0
1512

1
=

+−
=w . Parametry bi oraz ti 

podano w ostatniej kolumnie tabeli 6.  
 
Tabela 6. „Przypadki dominacji” – przykład 2 
 

S \ D D1 D2 D3 D4 di ]bi; ti] 
S1 4 4 3 1 12 ]0.875; 1.000] 
S2 3 1 1 0 5 [0.000; 0.125] 
S3 1 3 2 2 8 ]0.375; 0.500] 
S4 2 2 0 4 8 ]0.375; 0.500] 
S5 0 0 4 3 7 ]0.250; 0.375] 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

W kroku 6 wyznaczamy wartości vh
j, na podstawie których decydent po-

dejmie ostateczną decyzję. Z tabeli 6 wynika, że nie ma scenariusza, którego 
przedział zawierałby wartość współczynnika βh=0.8 rozpatrywanego decydenta. 
Scenariuszem „sąsiadującym z góry” jest stan S1 (jest to więc stan Sf), a scena-
riuszami „sąsiadującymi z dołu” są stany S3 i S4 (są to więc stany Se). Korzy-
stamy zatem z wzorów (16)–(21): 

586.0
2

243.0197.0
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8.0875.0677.0

5.0875.0
5.08.0),(
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⎜
⎝
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⋅

−
−

+⋅
−
−

=feweig
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W ostatnim kroku znajdujemy decyzję Dh
j(1):  

{ } 34117.0,6960.0,6614.0,5856.0maxarg)1( DDh
j ==  

Sprawdźmy, czy decyzja D3 spełnia warunek (23):  

{ } 331.0214.0,331.0,162.0,098.0max* ==jw , ⎡ ⎤ 15)8.01( =⋅−=hz
 

Okazuje się, że wariant D3 posiada aż pięć syntetycznych ocen równych co 
najmniej 0.331 (choć wystarczyłaby jedna taka ocena: zh=1), zatem nie ma pod-
staw do odrzucenia tejże decyzji. Jest ona ostateczną rekomendowaną strategią: 
D3=Dh

j(1)=Dh*
j. 

   

 
 
Podsumowanie  
 

W artykule zaproponowano regułę decyzyjną mogącą znaleźć zastosowanie 
w analizie wielokryterialnej opartej na planowaniu scenariuszowym, której ce-
lem jest wyznaczenie optymalnej strategii czystej na podstawie zadeklarowane-
go przez decydenta współczynnika optymizmu. Zgodnie z podziałem metod 
wielokryterialnych opracowanym przez Michnika [2012], opisana w pracy pro-
cedura m(SF+AS) nie jest hybrydą, lecz pseudohybrydą, gdyż zawiera elementy 
reguły decyzyjnej przeznaczonej dla problemów jednocelowych (SF+AS) oraz 
elementy metody wielokryterialnej polegającej na obliczaniu ważonej sumy re-
alizacji kryteriów cząstkowych (SAW). Reguła m(SF+AS) zupełnie inaczej, niż 
ma to miejsce w przypadku innych podejść, traktuje scenariusze. Tym razem sta-
tus danego stanu jest stabilny, niezależny od analizowanej decyzji, podczas gdy 
w innych metodach status scenariusza zależy od rozważanego wariantu. Biorąc 
pod uwagę krytykę istniejących reguł [Minor, 1954; Office i Anderson, 1968], tę 
unikatową cechę zaprezentowanej reguły należy uznać za zaletę. Oczywiście 
sam sposób ustalania statusu dla danego scenariusza może być inny niż ten przy-
jęty w pracy. W przyszłości warto byłoby zastanowić się, jak można wspomóc 
decydenta w szacowaniu jego współczynnika optymizmu. Procedura w obecnej 
postaci zakłada, iż parametr ten ustalany jest subiektywnie, intuicyjnie przez 
samego zainteresowanego (a więc nie matematycznie, lecz psychologicznie). 
Trudno jest jednak mieć pewność, że decydent dobrze oceni swoje nastawienie 
do ryzyka.  
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ON A DECISION RULE FOR SEARCHING AN OPTIMAL PURE STRATEGY 

IN UNCERTAIN MULTICRITERIA DECISION MAKING 
 
Summary: The author describes a new approach which may be used in uncertain 
multicriteria decision making with scenario planning to searching an optimal pure strategy. 
The decision maker does not know the likelihood of particular scenarios. The decision 
rule is supported by a forecasting stage within which scenarios reflecting the decision 
maker’s attitude towards risk (understood as a possibility that some bad circumstances 
might happen) are selected. The nature of the decision maker is measured by the coeffi-
cient of optimism. Hence, the final strategy is chosen on the basis of a reduced aggregated 
payoff matrix. The procedure refers to SAW (Simple Additive Weighting Method) and 
to SF+AS method (Scenario Forecasting + Alternative Selection Method), presented in 
an other paper and devoted to one-criterion decision problems. 
 
Keywords: pure strategy, uncertainty, scenario planning, multicriteria decision making, 
coefficient of optimism. 



                           
                                                                          Studia Ekonomiczne. Zeszyty Naukowe 
                                                                  Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach 
                                                                         ISSN 2083-8611                      Nr 248 · 2015 
 

 
 
Bartłomiej Gaweł      
 
AGH Akademia Górniczo-Hutnicza 
Wydział Zarządzania 
Katedra Informatyki Stosowanej 
bgawel@zarz.agh.edu.pl 
 
 
Iwona Skalna      
 
AGH Akademia Górniczo-Hutnicza 
Wydział Zarządzania 
Katedra Informatyki Stosowanej 
iskalna@zarz.agh.edu.pl 
 
 
 

TEORIA PRAWDOPODOBIEŃSTWA  
I TEORIA MOŻLIWOŚCI W PODEJMOWANIU  

DECYZJI INWESTYCYJNYCH 
 
Streszczenie: Istotnym problemem w analizach ryzyka jest rozróżnienie pomiędzy nie-
pewnością aleatoryczną (probabilistyczną) oraz epistemiczną (wynikającą z braku pre-
cyzji lub braku informacji). W artykule opisany został problem podejmowania decyzji 
inwestycyjnej w oparciu o analizę opłacalności oraz ryzyka inwestycji rzeczowej, w sy-
tuacji gdy część parametrów wejściowych modelu decyzyjnego przedstawiona jest roz-
kładami prawdopodobieństwa, a część rozkładami możliwości, innymi słowy w sytuacji 
występowania danych hybrydowych. Analiza ryzyka dla tak zdefiniowanego problemu 
została wykonana za pomocą metody łączącej symulację Monte Carlo z metodą wyko-
nywania operacji arytmetycznych na zależnych liczbach rozmytych. W artykule do re-
alizacji tych ostatnich wykorzystano metodę programowania nieliniowego. W wyniku 
tego typu obliczeń uzyskano rozmytą zmienną losową, której interpretacja może być 
trudna dla praktyków życia gospodarczego. Na podstawie krytycznego przeglądu istnie-
jących mierników ryzyka definiowanych w sytuacji wykorzystania hybrydowych da-
nych, zaproponowano nową metodę podejmowania decyzji inwestycyjnej. W części 
praktycznej przedstawiono proces podejmowania decyzji inwestycyjnej na przykładzie 
inwestycji rzeczowej w sektorze hutniczym. 
 
Słowa kluczowe: ryzyko inwestycyjne, NPV, metoda Monte Carlo, rozkład możliwości, 
teoria ewidencji, p-box. 
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Wprowadzenie 
 

Założenie, że przyszłość będzie podobna do przeszłości – wpisane w większość 
prognoz, od najprostszych po najbardziej złożone pod względem ekonometrycz-
nym i technicznym – budzi obecnie więcej wątpliwości niż w minionych dzie-
sięcioleciach, szczególnie w odniesieniu do ekonomii i nauk o zarządzaniu. 
Odejście od tego założenia umożliwiają prognozy formułowane w oparciu o opinie 
ekspertów. Jednym z problemów, w których często konieczne jest stosowanie 
opinii ekspertów i subiektywnych rozkładów prawdopodobieństwa jest rachunek 
efektywności inwestycji rzeczowych [Wrzosek, 1994]. 

W literaturze można znaleźć wiele metod oceny opłacalności inwestycji 
(NPV, IRR, APV, NPVR, PI, DPP itp.) [Pazio, 2001, s. 250-282; Michalak, 
2007, s. 90-93; Rogowski, 2013, s. 237-421]. Współczesne wykorzystanie tych 
metod coraz częściej uwzględnia dostępność i zakres posiadanej przez decydenta 
informacji. Brak pełnej wiedzy o zjawiskach ma swoje źródło w złożoności  
i zmienności zjawisk oraz procesów gospodarczych występujących wewnątrz i na 
zewnątrz przedsiębiorstwa. 

Do niedawna do opisu niepewności wykorzystywano teorię prawdopodo-
bieństwa. Jednak założenia leżące u podstaw tej teorii poddawane są coraz szer-
szej krytyce [Ferson, 1996, s. 990-1007; Kuchta, 2001]. Spowodowało to rozwój 
alternatywnych metod opisu niepewności takich jak: rachunek przedziałowy (in-
terval analysis), probability bound analysis, teoria ewidencji (evidence theory), 
teoria możliwości (possibility theory) czy teoria wiarygodności (credibility theory). 
Za pomocą wymienionych metod można w pewnych sytuacjach bardziej ade-
kwatnie opisać wiedzę o zmiennych modelu finansowego służącego do oceny 
efektywności, takich jak ceny produktów, koszty materiałów, energii, pracy itd. 

Analiza symulacyjna pozwala na połączenie i przetworzenie niepewności 
charakteryzującej zmienne modelu. Zagregowana w ten sposób niepewność jest 
następnie skwantyfikowana w postaci rozkładu prawdopodobieństwa wskaźnika 
opłacalności inwestycji. Rozkład ten odzwierciedla ryzyko nieosiągnięcia zało-
żonych przez decydenta celów oraz szansę wystąpienia wskaźnika danej wartości. 

Na adekwatność rozkładu prawdopodobieństwa wskaźnika opłacalności 
inwestycji mają wpływ dwa czynniki – opis niepewności zmiennych oraz sposób 
modelowania zależności pomiędzy nimi [Rogowski, 2013, s. 508]. Często wska-
zuje się, że główną słabością analizy symulacyjnej jest konieczność wykorzysta-
nia w niej subiektywnych rozkładów prawdopodobieństwa oraz trudności 
w opisie statystycznych zależności, co może prowadzić do błędnej oceny ryzyka 
przez decydenta. W najnowszych publikacjach naukowych [Rębiasz, 2007, 
s. 199-210; Rębiasz, 2013, s. 1019-1026] wskazuje się, że wspomniane bariery 
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analizy symulacyjnej można zredukować, wykorzystując różne metody opisu 
niepewności w ramach jednego modelu. 

W rzeczywistych problemach inwestycyjnych, opis niepewności zmiennych 
często wynika zarówno z subiektywnych opinii ekspertów, jak i danych histo-
rycznych. Można zatem mówić o dwóch źródłach niepewności [Aven, 2010,  
s. 623-631] – „aleatorycznym” („obiektywnym”), które wynika ze stochastycz-
ności i nie może być zredukowane przez dalsze badania oraz „epistemicznym” 
(„subiektywnym”), które wynika z braku wiedzy i może być zmniejszone po-
przez dodatkowe badania. W problemach ekonomicznych i menedżerskich do 
opisu obu tych niepewności zwykle wykorzystuje się różne interpretacje rachun-
ku prawdopodobieństwa – częstościową i bayesowską. 

Niebezpieczeństwo takiego modelowania ryzyka [Helton, Oberkampf, 2004], 
wynika z faktu, że prawdopodobieństwu nadaje się różne znaczenia na etapie 
modelowania, by następnie w trakcie analizy symulacyjnej przetwarzać go łącz-
nie, tworząc jedną miarę ryzyka. Decydentowi bez dokładnej analizy założeń 
trudno w tej sytuacji ocenić, na ile poziom ryzyka wynika ze zmienności otocze-
nia, w jakim przyszło mu podejmować decyzje, a na ile z braku informacji lub 
subiektywnych odczuć analityka tworzącego model. Może to w efekcie prowa-
dzić do błędnych decyzji inwestycyjnych. 

Wielu badaczy [Dubois, Guyonnet, 2011, s. 145-167], w tym autorzy tego 
artykułu, uważa, że czysto probabilistyczne podejście jest właściwe, jeżeli nie-
pewność wszystkich parametrów wejściowych ma jednakowy charakter. W prze-
ciwnym wypadku należy dokonać podziału zmiennych w zależności od rodzaju 
niepewności, a następnie przetwarzać je równolegle przy pomocy symulacji hy-
brydowej. Celem tego artykułu jest prezentacja sposobów podejmowania decyzji 
inwestycyjnych w sytuacji wykorzystywania metod hybrydowego przetwarzania 
niepewności danych. 
 
 
1. Etapy analizy ryzyka w rachunku efektywności inwestycji 
 

Proces analizy ryzyka w rachunku efektywności składa się z czterech eta-
pów: opisu niepewności zmiennych, przetworzenia niepewności z wykorzysta-
niem analizy symulacyjnej, prezentacji rezultatów i podjęcia decyzji inwestycyjnej. 
 
 
1.1. Wybór wiarygodnego opisu niepewności zmiennych 
 

Analiza ryzyka w rachunku efektywności inwestycji rzeczowych rozpoczy-
na się od budowy modelu finansowego. W modelu tym występują zwykle trzy 
kategorie zmiennych – rynkowe (np. ceny, popyt), nakłady inwestycyjne oraz 
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koszty (stałe i zmienne) [Rogowski, 2013, s. 423]. Niepewność zmiennych defi-
niuje się poprzez przestrzeń stanów S w ten sposób, że na etapie modelowana 
decydent wie, że jeden ze stanów wystąpi, a pozostałe nie. Decydent w momencie 
budowy modelu nie wie i nie ma wpływu na to, który stan jest prawdziwy, a który 
nie. Przestrzeń stanów może być dowolnym zbiorem, aczkolwiek w artykule 
przyjęto, że przez przestrzeń stanów zawsze będzie oparta o zbiór liczb rzeczy-
wistych. Podzbiorem przestrzeni stanów natury są zdarzenia. Szansa wystąpienia 
zdarzenia może być określona różnymi miarami. 

Teoria prawdopodobieństwa. Miarą niepewności wystąpienia zdarzenia 
T S⊆  jest miara prawdopodobieństwa, które ma wiele dobrze znanych 
i zdefiniowanych własności. Istnieją dwie powszechnie uznawane interpretacje 
prawdopodobieństwa – częstościowa i bayesowska. Ponieważ w dalszych rozwa-
żaniach teoria prawdopodobieństwa będzie wykorzystywana do opisu niepewności 
o charakterze aleatorycznym, to w tym artykule przyjęto interpretację częstościo-
wą. Prawdopodobieństwo zdarzenia T oznaczane będzie przez P( ).s T∈  Funk-
cja gęstości prawdopodobieństwa (PDF) oznaczana będzie przez ϕ , a dystrybu-
anta rozkładu (CDF) przez Φ , przy czym ( )Φ P(( , ] )Ss s= −∞ ∩ . 

Teoria możliwości. Niech dana będzie pewna funkcja π nazwana rozkła-
dem możliwości, która mapuje zbiór S na przedział [0,1]. Funkcja π reprezentuje 
wiedzę analityka o możliwych stanach zmiennej. Analityk potrafi rozróżnić, któ-
ry stan jest najbardziej wiarygodny, który jest oczekiwany, a którego wystąpie-
nie będzie zaskoczeniem. Przykładowe wartości funkcji są interpretowane w na-
stępujący sposób: 
− π(s) = 0, stan niemożliwy, 
− π(s) = 1, stan najbardziej wiarygodny (oczekiwany). 

Szansa wystąpienia zdarzenia T opisywana jest przez parę miar – koniecz-
ności N (necessity) oraz możliwości П (possibility), które zdefiniowane są nastę-
pująco: 

( ) sup ( )
s T

T s∏ π
∈

= ,
 

( ) sup(1 ( ))
s T

T sΝ π
∉

= − .
 

Rozkład możliwości może być utożsamiany z liczbą rozmytą Â  taką, że 
Â

μ π≡ . Dzięki temu rozkład możliwości może być rozważany w kategoriach 
α-przekrojów, ponieważ zgodnie z zasadą dekompozycji liczba rozmyta może 
być przedstawiona w postaci skończonej sumy α-przekrojów 
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gdzie α-przekrój jest zdefiniowany jako 

{ | ( ) }i
iA s sα π α= ≥ . 

Główną różnicą pomiędzy teorią prawdopodobieństwa a teorią możliwości 
z punktu widzenia szacowania ryzyka jest sposób pomiaru niepewności. Często 
miary konieczności i możliwości zdarzenia interpretuje się jako granice prze-
działu, w którym znajduje się prawdopodobieństwo tego zdarzenia. Teoria moż-
liwości nadaje się więc lepiej do opisu niepewności epistemicznej, ponieważ po-
zwala odzwierciedlić niedokładność sądu eksperta [Kuchta, 2001]. 

W dalszej części artykułu przyjęto, że niepewność o charakterze aleato-
rycznym będzie opisana teorią prawdopodobieństwa, a niepewność o charakte-
rze epistemicznym teorią możliwości. 
 
 
1.2. Symulacja hybrydowa jako metoda przetwarzania niepewności 
 

W wyniku etapu pierwszego otrzymywany jest ciąg zmiennych, których 
niepewność opisana jest bądź rozkładem prawdopodobieństwa, bądź rozkładem 
możliwości. Zmienne te będą nazywane czynnikami ryzyka. Niech dana jest 
funkcja hsym, której część zmiennych opisanych jest rozkładami prawdopodo-
bieństwa, a część rozkładami możliwości. Wartością funkcji jest dystrybuanta 
rozkładu wskaźnika opłacalności inwestycji: 

1 21 1( ) ( ,..., , ,..., ),n nnpv hsym npv NPVϕ ϕ π πΦ = ∈ , 

gdzie NPV jest przestrzenią stanów opisujących niepewności wskaźnika efek-
tywności inwestycji. 

Aby znaleźć wartość funkcji hsym, powinno się skorzystać z metod anali-
tycznych [Ferson, Ginzburg, 1996, s. 133-144], symulacji Monte Carlo 2D [Dubois, 
Guyonnet, 2011] lub symulacji hybrydowej [Baudrit, Guyonnet, Dubois, 2006, 
s. 593-608]. Wybór sposobu wyznaczania wartości hsym zależy od specyfiki 
opisu zmiennych. Charakter rozważanego problemu rachunku efektywności in-
westycji wymaga zastosowania metody IRS (Independent Random Set), która 
należy do grupy symulacji hybrydowych. Metoda ta pierwotnie wykorzystywana 
była do analizy prostych modeli geologicznych. Jej rozszerzenie i przystosowa-
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nie do analizy rachunku efektywności (IRS+) zostało zaprezentowane przez Rę-
biasza [2013, s. 1019-1032]. 

Z technicznego punktu widzenia metoda IRS łączy w sobie symulację Monte 
Carlo (próbkowane zmiennych losowych) oraz metody realizacji operacji aryt-
metycznych na liczbach rozmytych oparte o zasadę rozszerzenia Zadeha (prze-
twarzanie niepewności epistemicznej). Algorytm metody IRS+ jest następujący: 
Krok 1 Ustal liczbę kroków symulacji na J oraz liczbę α-przekrojów na I. 
Krok 2 Wygeneruj 1J n⋅  liczb losowych z rozkładu równomiernego, a następnie 

wykorzystaj je do generowania wartości zmiennych opisanych rozkła-
dami prawdopodobieństwa. Jeżeli istnieją zależności pomiędzy para-
metrami, do ich uwzględnienia wykorzystaj macierz Choleskiego. W wy-
niku powstanie ciąg wektorów 11{( ,..., )}j j

n j=1,...,Jp p . 
Krok 3 Dla każdego j-tego wektora 11( ,..., )j j

np p  wykonuj: 
Krok 3.1  Dla każdego i wykonuj: 
Krok 3.1.1 Dla wszystkich rozkładów możliwości 

21, , nπ πK wyznacz 
granice i-tego α-przekroju: 21,...,{(inf( ), sup( ))}i i

k k k nπ π =  

Krok 3.1.2. Wyznacz granice przedziału 
,,[ , ]

i ji jnpv npv , rozwiązując 

następujące dwa problemy nieliniowe: 

PROBLEM I (sup) 

1 2

,

1 1max ( ,..., , ,..., )
i j

n nnpv f x x y y=  

Przy ograniczeniach: 
− wartości wektora x nie mogą 

przekroczyć granicznych warto-
ści wylosowanych w symulacji 

1, 1, ,j
k kx p k n≤ = …  

− wartości y nie mogą przekroczyć 
ograniczeń wynikających z roz-
kładu możliwości dla wybranego 
α-przekroju: 

( ) ( )2 2 2inf  sup , 1, ,i i
k k ky k Kπ π≤ ≤ = …  

− inne ograniczenia opisujące za-
leżności pomiędzy zmiennymi 
rozmytymi. 

PROBLEM II (inf) 

1 2

,
1 1min ( ,..., , ,..., )i j

n nnpv f x x y y′ ′=  

Przy ograniczeniach: 
− wartości wektora x′  nie mogą być 

mniejsze od wartości otrzymanych 
w wyniku rozwiązania Problemu I 

1, 1,...,k kx x k n′ > =  
− wartości y nie mogą przekroczyć 

ograniczeń rozkładu możliwości 
dla wybranego α-przekroju 

( ) ( )2 2 2inf  sup , 1, ,i i
k k ky k Kπ π≤ ≤ = …  

− inne ograniczenia opisujące zależ-
ności pomiędzy zmiennymi rozmy-
tymi. 
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Szczegółowy opis wykorzystania symulacji hybrydowej do wyznaczania 
efektywności inwestycji można znaleźć w pracy Gawła, Skalnej i Rębiasza [Rę-
biasz, Gaweł, Skalna, 2014, s. 125-135]. Wynikiem symulacji hybrydowej IRS+ 
jest J I⋅  przedziałów 

,,[ , ]
i ji jnpv npv . Do budowy krzywej ryzyka na podstawie 

uzyskanych przedziałów wykorzystuje się teorię ewidencji. 
 
 
1.3. Prezentacja rezultatów 
 

Teoria ewidencji. Niech Θ  będzie niepustym zbiorem nazywanym ramą 
rozróżniającą, taką, że opisuje wszystkie możliwe wartości NPV badanej inwe-
stycji rzeczowej. Wyniki symulacji tworzą zbiór przesłanek 

,,
, ,{ | [ , ], 1,..., , 1,...., }

i ji j
i j i jF f f npv npv i I j J= ⊆ Θ = = = , 

nazywanych elementami ogniskowymi, odnoszących się do rzeczywistej wartości 
bieżącej netto inwestycji. Ponadto niech będzie dana funkcja m, która każdemu fi,j 

przypisuje jednakową masę prawdopodobieństwa równą ,
1( )i jm f

I J
=

⋅
. Miara 

prawdziwości hipotezy o zajściu zdarzenia T opisywana jest przez funkcję prze-
konania i funkcję wyobrażalności. 

Funkcja przekonania Bel(T) określa łączną wiarę w poszlaki na rzecz T 

Bel( ) ( )
j

j
T f

T m f
⊆

= ∑ , 

z kolei funkcja wyobrażalności określa siłę poszlak przeciwko T 

Pl( ) ( )
j

j
T f

T m f
∩ ≠∅

= ∑ . 

Para [Bel( ), Pl( )]T T  tworzy przedział przekonania, który jest często inter-
pretowany jako górne i dolne oszacowanie prawdopodobieństwa P( )npv T∈ . 

Probability box (p-box). Niech , : R [0,1]Φ Φ →  będą niemalejącymi 

funkcjami, takimi że: ( ) ( )x x x∀ Φ ≥ Φ . Wtedy przedział 

[ , ] { : R [0,1],niemalejąca | ( ) ( ) ( )}x R x x x∈Φ Φ = Φ → ∀ Φ ≤ Φ ≤ Φ%  

określany jest mianem probability box (p-box), a funkcje Φ  i Φ  nazywane są 
górną i dolną dystrybuantą. Postać funkcji Φ%  nie jest znana, wiadomo tylko, że 
leży pomiędzy Φ  i Φ . Można wykazać [Baudrit, Guyonnet, Dubois, 2005, 
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s. 1750-1754], że jeżeli przestrzeń NPV jest oparta o zbiór liczb rzeczywistych 
to, ( ) Pl(( , ]), ( ) Bel(( , ])x x x xΦ = −∞ Φ = −∞ . 

Zbiór przesłanek F można więc przekształcić w p-box 
[Bel(( , ]), Pl(( , ])]npv npv−∞ −∞ , będący górnym i dolnym ograniczeniem zbio-

ru dystrybuant  ( )Φ npv . Aby podjąć decyzję inwestycyjną w oparciu o p-box, 

konieczne jest przekształcenie go w klasyczną dystrybuantę. 
 
 
2. Podejmowanie decyzji inwestycyjnych  

w warunkach stochastyczności i niepełnej informacji 
 
 
2.1. Kryterium decyzyjne w ocenie inwestycji rzeczowej 
 

Decyzje inwestycyjne można podzielić na dwie grupy – dotyczące pojedyn-
czej inwestycji oraz dotyczące wyboru portfela inwestycji ze zbioru dostępnych 
inwestycji. Podjęcie decyzji w pierwszym przypadku można opisać następują-
cymi regułami [Rogowski, 2013, s. 502]: 
− jeżeli npv > 0 to inwestycja jest efektywna ekonomicznie i powinna być re-

alizowana, 
− jeżeli 0npv ≤  to inwestycja jest nieefektywna ekonomicznie i nie powinna być 

realizowana, 
− jeżeli występują stany natury, dla których npv jest mniejsze od zera i takie 

stany, dla których npv jest większe od zera, to konieczne jest zastosowanie 
zaawansowanych reguł oceny. 

W tej ostatniej sytuacji decyzja o przyjęciu bądź odrzuceniu inwestycji za-
leży od indywidualnych preferencji inwestora dotyczących ryzyka. Fundamen-
talnym problemem jest tu zdefiniowanie miary ryzyka inwestycyjnego. Można 
wyróżnić trzy grupy metod mierzących ryzyko [Jajuga, 2000, s. 112-116]: miary 
zmienności (rozproszenie miary opłacalności), miary zagrożenia (możliwość 
wystąpienia niekorzystnych wartości miary opłacalności) i miary wrażliwości 
(zależności pomiędzy miarami opłacalności a parametrami wejściowymi).  

Kryterium decyzyjne dla inwestycji rzeczowej można zapisać w postaci 

0P( ( , ])npv npv θ∈ −∞ = . 

Można tu mówić o dwóch miarach zagrożenia: 
− poziom bezpieczeństwa npv0 inwestycji dla założonego poziomu θ , 
− prawdopodobieństwo θ  nieosiągnięcia założonego poziomu aspiracji npv0. 
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W przeciwieństwie do klasycznej analizy symulacyjnej, w wyniku symula-
cji hybrydowej otrzymuje się p-box [Bel(( , ]), Pl(( , ])]npv npv−∞ −∞ . Obie 
miary zagrożenia reprezentowane są w tej sytuacji przez przedziały, co utrudnia 
ich interpretację przez decydenta. Konieczne jest więc przekształcenie p-box  
w dystrybuantę rozkładu npv. Do wykonania tego przekształcenia można wyko-
rzystać wiele podejść. 
 
 
2.2. Miary zagrożenia w pomiarze ryzyka inwestycyjnego 
 

Zgodnie z klasycznym podejściem zdefiniowanym przez Knighta [Knight, 
1921] można wyróżnić trzy warunki, w jakich decydent podejmuje decyzję in-
westycyjną: 
− sytuacja nr 1 (pewność) – zamknięty zbiór alternatyw, konsekwencje zdefi-

niowane deterministycznie,  
− sytuacja nr 2 (ryzyko) – Inwestor zna krzywą ryzyka, 
− sytuacja nr 3 (niepewność) – Inwestor nie zna tego rozkładu. 

Taki podział mimo swojej teoretycznej elegancji stanowi znaczne uproszczenie 
rzeczywistości. Zwykle w ocenie inwestycji rzeczowych ma się do czynienia z sytu-
acją pomiędzy niepewnością a ryzykiem, ponieważ bardzo rzadko nie wiadomo 
nic o prawdopodobieństwie, ale równie rzadko znane jest ono dokładnie. Jak po-
kazują eksperymenty Ellsberga [Wakker, 2010, s. 277-295], wybory ludzi w sy-
tuacji ryzyka mogą różnić się od wyborów, w których informacje o szansach są 
nieprecyzyjne. Badania pokazują, że w takich sytuacjach wybory mogą być 
sprzeczne z teorią użyteczności. Zdaniem Ellsberga należy wprowadzić więc 
stan pośredni pomiędzy całkowitą ignorancją co do prawdopodobieństwa a pełną 
wiedzą o rozkładzie. Stan ten nazwany został niejasnością. Niejasność ma swoje 
źródła w niskiej wiarygodności informacji czy też niezgodności informacji. 

Matematycznym odzwierciedleniem niejasności jest sytuacja, w której de-
cydent ma do czynienia z ryzykiem opisanym przy pomocy górnej i dolnej dys-
trybuanty (p-boxa). Decydent dąży do redukcji niejasności, a więc znalezienia 
takiego przekształcenia, które pozwoli zamienić p-box w krzywą obrazującą ry-
zyko. Aby osiągnąć swój cel, decydent może przyjąć wiele strategii. 

Im szerszy przedział, tym trudniej podjąć decyzję inwestycyjną. Percepcja te-
go przedziału zależy w dużym stopniu od „awersji do ryzyka” inwestora. W skraj-
nych przypadkach wyborem konserwatywnego inwestora będzie wartość górnej 
dystrybuanty, a optymistycznego dolnej. Jednakże w rzeczywistości bardzo niewie-
lu inwestorów ma tak agresywne podejście do ryzyka. Poniżej zaprezentowano kil-
ka strategii budowy krzywej ryzyka w oparciu o parę górna/dolna dystrybuanta. 
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2.2.1. Kryterium Bayesa-Laplace’a 
 

Pierwsze podejście zostało zaproponowane przez Smetsa [Smets, 2005, 
s. 133-147] pod nazwą pignistic transformation. Opiera się ono o kryterium de-
cyzyjne Bayesa-Laplace’a, zgodnie z którym zbiór przesłanek F jest zbiorem 
możliwych i nierozróżnialnych z punktu widzenia teorii użyteczności przedzia-
łów wartości NPV. Zbiory przesłanek można więc potraktować jako zbiory wy-
płat, do których przypisane jest jednakowe prawdopodobieństwo wystąpienia 

równe ,
1( )i jm f

I J
=

⋅
. Oczekiwaną wartość wypłaty otrzymuje się, transformując 

przesłankę 
,,

, [ , ]
i ji j

i jf npv npv=  w rozkład równomierny 
,,( , )

i ji j
uniform npv npvϕ . 

Postać rozkładu ( )Φ npv  wyznacza się z równania [Smets, 2002, s. 17-61]: 

,

,

,

( )
( )

i j

i j
bet

npv f F i j

m f
npv

f∈ ⊆

Φ = ∑ . 

Warto zwrócić uwagę, że to podejście nie uwzględnia awersji inwestora do 
ryzyka. 
 
 
2.2.2. Kryterium Hurwitza 
 

Niejasność wyraża niepewność wiedzy o prawdopodobieństwie i może być 
zdefiniowana jako [Jaffray, Fabrice, 1997, s. 165-185]: 

1 1( ) ( ) ( ), [0,1]Niejas śno ć Bel Plκ κ κ κ− −= − ∈ . 

Niejasność stanowi stan pośredni pomiędzy całkowitą ignorancją a znajo-
mością prawdopodobieństwa [Domurat, Zieliński, 2013, s. 21-48]. Wykorzystu-
jąc kryterium Hurwitza, a więc traktując krzywe Bel i Pl jako skrajne scenariu-
sze, Jeffrey definiuje dystrybuantę niejasności jako: 

1 1( ) ( ) (1 ) ( ), [0,1]amb Pl Belκ λ κ λ κ κ− −Φ = ⋅ + − ⋅ ∈ , 

gdzie λ przyjmuje wartości z przedziału 0 do 1 i jest nazywany wskaźnikiem pe-
symizmu (optymizmu) decydenta. 
 
 
2.2.3. Dystrybuanta wiarygodności 
 

W trzecim podejściu wykorzystywana jest teoria wiarygodności zapropono-
wana przez Liu [Liu, 2006, s. 387-408]. Proponuje on przybliżyć ( )Φ npv  dystry-
buantą wiarygodności 
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Bel(( , ]) Pl(( , ])( )
2cred

npv npvnpv −∞ + −∞
Φ = . 

Dubois [Dubois, 2011, s. 145-167] rozszerza miarę zaproponowaną przez 
Liu o współczynnik awersji do ryzyka β. 

( ) Bel(( , ]) (1 ) Pl(( , ])cred npv npv npvβ βΦ = ⋅ −∞ + − ⋅ −∞  

Niejasność można więc interpretować jako przedział bezpieczeństwa 

00
[ , ]npv npv  dla założonego poziomu θ , a wiarygodność jako przedział praw-

dopodobieństwa 00[ , ]θ θ  dla założonego poziomu aspiracji npv0.  

 
 
3. Wykorzystanie symulacji hybrydowej  

w rachunku efektywności inwestycji rzeczowej 
 

Różnice pomiędzy poszczególnymi podejściami zaprezentowano na przy-
kładzie rachunku efektywności projektu inwestycyjnego dotyczącego budowy 
wydziału powlekania blach ocynkowanych powłokami organicznymi realizowa-
nego w przedsiębiorstwie przemysłu metalurgicznego. 
 
 
3.1. Opis projektu inwestycyjnego i zmiennych wejściowych 
 

Efektywność projektów inwestycyjnych w hutnictwie zależy w głównej 
mierze od następujących parametrów: popytu, cen surowców, cen sprzedaży wyro-
bów, wskaźników materiałochłonności oraz wartości nakładów inwestycyjnych. 

W analizie opłacalności i ryzyka przyjęto, że decydent nie posiada pełnej 
wiedzy o następujących parametrach: 
− jawnym zużyciu produktów, 
− sprzedaży poszczególnych produktów oferowanych przez hutę, 
− cenach produktów oferowanych przez hutę oraz półproduktów do ich produkcji, 
− wskaźnikach materiałochłonności, 
− wartości nakładów inwestycyjnych. 

Ponadto założono, że pozostałe parametry w rachunku przyjmują wartości 
zdeterminowane. 

Sprzedaż wyrażono w postaci iloczynu prognozowanego jawnego zużycia 
poszczególnych wyrobów produkowanych przez analizowane przedsiębiorstwo  
i prognozowanego udziału w rynku. 
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Schemat procesu produkcyjnego realizowanego przez analizowane przed-
siębiorstwo przedstawiono na rys. 1. 
 

 
 
Rys. 1. Schemat analizowanego procesu produkcyjnego 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Tabela 1 przedstawia rozkłady możliwości i parametry funkcji gęstości 
prawdopodobieństwa (wartość średnia – m, odchylenie standardowe – σ) określa-
jące prognozy parametrów do obliczania wartości bieżącej netto dla roku t = 0 
ekonomicznego cyklu życia projektu. 
 
Tabela 1. Trapezowe liczby rozmyte określające ceny wyrobów i półwyrobów wsadowych 

oraz wskaźniki materiałochłonności, a także parametry funkcji gęstości  
prawdopodobieństwa charakteryzującej jawne zużycie stalowych wyrobów 
hutniczych 

 

Ceny Trapezowe liczby rozmyte, USD/t 
Półwyroby z COS (440,3; 445,0; 450,7; 460,3) 
Blachy walcowane na gorąco (640,0; 652,8; 683.2,7; 699,2) 
Blachy walcowane na zimno (786,4; 700,8; 732,8; 750,4) 
Blachy ocynkowane (772,8; 788,8; 825,6; 844,8) 
Blachy powlekane powłokami organicznymi (1 036,8; 1 057,6; 1 107,2; 1 128,0) 

Wskaźniki materiałochłonności Trapezowe liczby rozmyte, t/t 
Półwyroby COS – blachy walcowane na gorąco (1,058; 1,064; 1,075; 1,078) 
Blachy walcowane na gorąco – blachy walcowane na zimno (1,105; 1,111; 1,124; 1,130) 
Blachy walcowane na zimno – blachy ocynkowane (1,010; 1,020; 1,026; 1,031) 
Blachy ocynkowane – blachy powlekane powłokami organicznymi (0,998; 0,999; 1,000; 1,001) 

Jawne zużycie (Średnia, tys. t; odchylenie 
standardowe, tys. t) 

Blachy walcowane na gorąco (2 704,0; 117,5) 
Blachy walcowane na zimno (1 162,3; 51,4) 
Blachy ocynkowane (1 147,9; 52,4) 
Blachy powlekane powłokami organicznymi (708,4; 30,8) 

 

Półwyro-
by z COS 

Przepływ materiałów do dalszego 
przetwarzania 

Sprzedaż wyrobów 

Dostawy zewnętrzne 
półwyrobów 

( ) Zdolność produkcyjna, tys. t 

 Istniejący wydział produkcyjny 

 Projekt inwestycyjny 

Walcownia blach 
walcowanych na 

gorąco 
(1600) 

Walcownia blach 
walcowanych na 

zimno 
(800) 

Wydział cynko-
wania blach 

(600) 

Wydział powlekania 
blach powłokami 

organicznymi 
(200) 
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W celu uproszczenia obliczeń założono, że jawne zużycie wyrobów hutni-
czych w kolejnych latach będzie wzrastać o 1,5% rocznie. Jednocześnie ceny 
wyrobów i wskaźniki materiałochłonności będą stałe w analizowanym okresie. 

Wartość kosztów stałych przyjęto jako wielkość zdeterminowaną na po-
ziomie USD 315 090 tys./rok. Skorygowane koszty przerobu dla analizowanych 
ustalono również jako wielkości zdeterminowane (tabela 2). 
 
Tabela 2. Skorygowane koszty przerobu poszczególnych asortymentów wyrobów  

produkowanych przez analizowanego producenta 
 

Wyrób 
Blachy  

walcowane  
na gorąco 

Blachy  
walcowane  
na zimno 

Blachy  
ocynkowane 

Blachy powlekane 
powłokami  

organicznymi 
Skorygowany  

jednostkowy koszt 
przerobu, USD/t 

28,4 28,0 116,7 175,3 

 
Udziały w rynku dla poszczególnych wyrobów hutniczych przestawiono  

w tabeli 3. 
 
Tabela 3. Udziały w rynku analizowanego producenta dla poszczególnych asortymentów 

wyrobów 
 

Blachy walcowane  
na gorąco 

Blachy walcowane  
na zimno 

Blachy ocynkowane 
ogniowo 

Blachy powlekane  
powłokami  

organicznymi 
42,5% 40,0% 46,0% 45,0% 

 
Wartość nakładów inwestycyjnych została opisana jako rozkład możliwości 

(42 000; 46 000; 50 000) w tys. USD. 
 
 
3.2. Opis modelu przetwarzania niepewności 
 

Wykorzystując opisane powyżej dane przeprowadzono analizę symulacyjną 
przy pomocy metody Monte Carlo oraz IRS+. Aby móc wykonać analizę Monte 
Carlo, wszystkie zmienne opisane rozkładami możliwości zostały przekształcone 
w rozkłady prawdopodobieństwa, wykorzystując metodę opisaną w [Dubois, Prade, 
1993, s. 103-112]. 
 
 
3.3. Prezentacja wyników obliczeń 
 

Wyniki obu symulacji oraz krzywe ryzyka przedstawiono na rys. 2. Liniami 
ciągłymi oznaczono górną i dolną dystrybuantę rozkładu wskaźnika opłacalności 
inwestycji, a linią kropkowaną symulacji stochastycznej. Na wykresie zaznaczo-



n
k
m
 

 
R
 

−
−

w
 
T
 

no 
kszt
met

Rys

− p
− p

wio

Tab

Sym

Φ

Φ

Φ
Sym

rów
tałc
trów

s. 2. 

W
poz
pra

Po
ono 

bela

mula

betΦ  

ambΦ

credΦ
mula

 

wni
ceni
w λ

Por

W op
ziom
awd

orów
w t

a 4. P

acja M

 

b  

d  

acje h

eż 
ia p
λ =

rów

parc
m b
dopo

wn
tabe

Por

 

Mon

hybr

krz
p-bo
β =

wnan

ciu 
bezp
odo

ani
eli 4

równ

nte C

rydow

T

zyw
oxa

0=

nie w

o w
piec
obie

e w
4. 

nan

Carlo 

we 

Teor

we 
a w
0,5

wyn

wyn
cze
eńst

wart

ie k

ria p

uzy
w Φ

. 

nikó

niki 
ńst
two

tośc

kryte

praw

yska
(np

ów s

sym
twa
o θ
ci w

erió

P

wdop

ane
)pv

sym

mul
a np
θ  nie

wsk

ów d

Pozio

[$

opod

e za
, p

mula

lacj
pv0 i
eosi

kaź

decy

om b
(

$9 02

dobi

a p
rzy

acji h

ji w
inw
iągn

nik

yzyj

bezp
(w ty

$50 

$47 

$39 

$67 

27,37

ieńs

pom
y cz

hyb

wyzn
west
nięc

ków

jnyc

piecz
ys. U

348

709

745

050

7; $7

stwa

mocą
zym

bryd

nac
tycj
cia z

w dl

ch 

zeńst
USD)

,90

,49

,52

,55

6 15

a i t

ą o
m pr

dowe

czon
i dl
zało

la p

twa n

52,22

teor

opis
rzyj

ej i 

no w
la z
ożon

pos

npv0

2] 

ia m

any
jęto

stoc

war
zało
neg

zcz

 

możl

ych 
o na

cha

rtoś
ożon
go p

zegó

liwo

w
astę

styc

ści m
neg
pozi

ólny

P

ości

art
ępuj

czne

mia
go p
omu

ych

Praw

i... 

tyku
ujące

ej 

ar za
pozi

mu as

h po

wdop

[

ule 
e w

agro
iom
spir

ode

podob

0,37

0,23

0,10

0,35

0; 0,

me
wart

oże
mu θ
racji

ejść

bień

7 

3 

0 

5 

,7] 

etod
tośc

enia
θ =0
i np
 pr

ństwo

d p
ci p

a: 
0,9

0pv
rzed

o θ 

7

prze
para

, 
0≤

dsta

5 

e-
a-

 

0. 

a-



Bartłomiej Gaweł, Bogdan Rębiasz, Iwona Skalna 76 

( 0)P npv ≤  uzyskane w wyniku symulacji stochastycznej wynosi 0,37, 
podczas gdy w oparciu o symulację hybrydową można stwierdzić, że prawdopo-
dobieństwo to znajduje się w szerokim przedziale pomiędzy 0 a 0,7. Odległość 
pomiędzy górną a dolną granicą przedziału ma swoje źródła w niepewności  
w opisie zmiennych wejściowych. Wyniki symulacji stochastycznej i episte-
micznej można interpretować więc wspólnie w sposób następujący: wartość 
prawdopodobieństwa ( 0)P npv ≤  wynosi 0,37, przy czym błąd subiektywnej 
oceny eksperckiej oraz stochastyczność powoduje, że rzeczywista wartość 
prawdopodobieństwa znajdzie się w przedziale [0; 0,7]. Do decydenta należy 
ocena istotności tego błędu. Jeżeli uzna on ją za zbyt dużą, to może zlecić do-
datkowe pomiary. Pokazuje to przewagę podejścia hybrydowego nad czysto 
probabilistycznym w sytuacji, gdy mamy do czynienia ze niepewnością parame-
trów wynikającą z losowości i nieprecyzyjności. W przeciwieństwie do podej-
ścia czysto probabilistycznego decydent otrzymuje przedział, którego szerokość 
obrazuje niedokładność pomiaru ryzyka wynikającą z oszacowań przyjętych 
przez analityków. 

Z różnych względów (koszty, czas) wykonanie dodatkowych badań nie 
zawsze jest możliwe. W tym wypadku zamiast korzystać z symulacji stocha-
stycznej, decydent może podjąć decyzję, wykorzystując jedną z przedstawio-
nych powyżej transformacji.  

Podejmując decyzję inwestycyjną w oparciu o wskaźniki zagrożenia, osza-
cowane w oparciu o krzywe powstałe w wyniku transformacji, należy wziąć pod 
uwagę charakterystykę tejże. Poszczególne dystrybuanty biorą pod uwagę różne 
typy inwestorów. W szczególności: 
− transformacja w betΦ  zakłada, że nie są znane preferencje decydenta, 
− transformacja w dystrybuantę niepewności ambΦ  zakłada, że inwestor po-

dejmuje decyzję w oparciu o wartość oczekiwanej wypłaty; parametr λ służy 
do przypisywania wagi wartościom brzegowym w obrębie elementów ogni-
skowych, 

− transformacja w credΦ  zakłada, że kluczowym kryterium, jakim kieruje się 

inwestor, jest prawdopodobieństwo wystąpienia danego stanu wskaźnika 
efektywności. Wskaźnik awersji do ryzyka β przypisuje wagę prawdopodo-
bieństwom brzegowym, dla zadanej wypłaty. 

Zdaniem autorów powinno się szacować wartość wskaźnika ( 0)P npv ≤   
w oparciu o dystrybuantę wiarygodności, a poziom bezpieczeństwa w oparciu  
o dystrybuantę niepewności. W omawianym przykładzie oznaczałoby to, że 

( 0) 0,35P npv ≤ = , a npv0=$39 745,5. 
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Takie podejście uwypukla drugą korzyść ze stosowania symulacji hybry-
dowej, czyli możliwość uwzględnienia w wynikach charakterystyki inwestora. 

Wykorzystanie symulacji hybrydowej pozwala również ocenić, na ile dys-
trybuanta uzyskana w oparciu o symulację Monte Carlo może wpływać na pod-
jęcie decyzji przez inwestora. W sytuacji idealnej krzywe: ambΦ , credΦ , 

0,5λ β= = oraz symulacja stochastyczna powinny się pokrywać. Jeśli dystry-
buanta Monte Carlo znajduje się pod/nad krzywymi, to znaczy, że wyniki uzy-
skane przy jej pomocy mogą być obarczone pewnym optymizmem lub pesymi-
zmem. Do wyznaczenia tych krzywych posłużono się pojęciem stochastycznej 
dominacji. 

Funkcja F wykazuje dominację pierwszego rzędu (FSD) nad G, gdy 
( ) ( )x F x G x∀ ≤ . Funkcja F wykazuje dominację drugiego rzędu nad G (SSD), 

gdy ( (t) ( )) 0
x

x R F G t dt∈
−∞

∀ − ≤∫ . 

Interesujące są następujące sytuacje: 
− max, ( ) ( )amb MonteCarlo npvλ κ→ Φ ≤ Φ  (FSD) 
− max, ( ) ( )cred MonteCarlonpv npvβ → Φ ≤ Φ  (SSD) 

Rozwiązaniem tych problemów są odpowiednio 0,38λ =  oraz β = 0,35. 
Można więc stwierdzić, że probabilistyczny opis niepewności aleatorycznej  
i epistemicznej wprowadza do modelu dodatkowe informacje, które powodują, 
że wyniki symulacji nie pokrywają się z krzywymi neutralnymi: ambΦ , credΦ , 

0,5λ β= = . Symulacja Monte Carlo wprowadza więc do modelu informacje, 
które nie wynikają z charakteru zmiennych, a mogą wpłynąć na decyzje decydenta.  
 
 
Podsumowanie 
 

W artykule przestawiono wyniki badań pilotażowych nad podejmowaniem 
decyzji inwestycyjnych, gdy do opisu zmiennych wejściowych wykorzystuje się 
rozkłady możliwości i rozkłady prawdopodobieństwa. W oparciu o dane rze-
czywiste zaprezentowano korzyści stosowania symulacji hybrydowej w połą-
czeniu z symulacją stochastyczną. W dalszym etapie badania będą się skupiały 
na następujących problemach: 
− wykorzystanie entropii do budowy wskaźników oceny efektywności inwestycji, 
− rozszerzenie opisanych w artykule transformacji o wykorzystanie teorii per-

spektyw. 
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PROBABILITY THEORY AND POSSIBILITY THEORY  
IN INVESTMENT DECISION MAKING 

 
Summary: In risk analysis it is very important to distinguish between aleatory (probabil-
istic) and epistemic (due to lack of precision or information) uncertainty. In this paper is 
described a problem of making an investment decision on the basis of the analysis of ef-
fectiveness and risk of a tangible investment, in a situation when some model parameters 
are described by probability distributions and some are described by possibility distribu-
tions, i.e., in the presence of hybrid data. An analysis of risk for such defined problem 
was performed using a method which combines Monte-Carlo simulation with the method 
for performing operations on dependent fuzzy numbers. Those operations were realized 
using the nonlinear programming. As a result, a random fuzzy variable was obtained, 
which is difficult to be interpreted for practitioners of economic life. On the basis of critical 
review of the existing risk measures defined in the case of hybrid data, a method for 
making an investment decision was proposed. The practical part of the paper presents an 
investment decision making process on the example of a tangible investment in metal-
lurgical sector. 
 
Keywords: investment risk, NPV, Monte Carlo method, possibility distribution, evidence 
theory, p-box. 
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WIELOWYMIAROWA ANALIZA  
CZYNNIKÓW SUKCESU PROJEKTÓW IT 

 
Streszczenie: Dzięki postępowi technologicznemu, który nastąpił w ostatnich latach, 
znacznie wzrosła liczba projektów informatycznych. Projekty te często okazywały się 
skomplikowanymi przedsięwzięciami obarczonymi wysokim ryzykiem. Właściwe zarzą-
dzanie projektem może wpłynąć na harmonogram, budżet i jakość projektu, a tym sa-
mym przyczynić się do sukcesu projektu. W artykule dokonano wielowymiarowej anali-
zy czynników sukcesu projektu. Badania zostały przeprowadzone na podstawie danych 
ankietowych. 
 
Słowa kluczowe: projekt IT, czynniki sukcesu, analiza składowych głównych. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Jest wiele poglądów na to, jak mierzyć sukces projektu. Powszechnie zakłada 
się, że sukces projektu ma wymiary ilościowe: czas, koszt i jakość [Atkinson, 
1999]. Sukces projektu nie może jednak być zmierzony jedynie obiektywnymi 
kryteriami, jest on subiektywną oceną poszczególnych interesariuszy projektu 
[Bartis i Mitev, 2005]. Obok tych trzech wymiarów istotny jest również sukces 
projektu w postaci zespołu, menadżera czy organizacji realizującej projekt, jak 
również w zakresie stosowanych metodyk zarządzania. Niezwykle ważnym jest tak-
że wymiar satysfakcji właściciela projektu: czy projekt spełnił jego oczekiwania.  

Zarządzanie projektem informatycznym ma wiele cech wspólnych z zarzą-
dzaniem dowolnymi innymi przedsięwzięciami w obszarze gospodarki, np. wy-
twarzającej dobra konsumpcyjne. Ma ono jednak własną specyfikę wynikającą 
ze swoistości produktu, jakim jest oprogramowanie: 

Kazimierz Frączkowski 
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− systemy IT w ramach których wykonuje się oprogramowanie, są często jed-
norazowe, co utrudnia identyfikację wymagań (często oprogramowanie istot-
nie zmienia organizację, w której znajduje zastosowanie i odwrotnie), 

− przy tworzeniu oprogramowania łatwo popełnia się błędy i brak efektywnych 
metod ich eliminacji,  

− oprogramowanie jako produkt cząstkowy nie daje się „obejrzeć” tak jak two-
rzona część maszyny, przez co trudno jest śledzić tok jego rozwoju i tym sa-
mym wykrywać pojawiające się w kolejnych etapach błędy, 

− technologie IT i ich zmiany są bardzo dynamiczne i niestabilne, a inżynieria 
oprogramowania jest wciąż młoda, stąd znaczna liczba popełnianych błędów. 

Dlatego też badanie czynników, które wpływają na sukces projektu IT jest 
ciągle aktualne, bo zmieniają się one wraz z technologiami, dojrzewaniem me-
todyk zarządzania projektami oraz metodyk wytwarzania oprogramowania 
[Frączkowski, 2008]. 

 The Stanish Group przeprowadził badania sukcesu projektu IT w trzech 
klasycznych wymiarach: czasu, budżetu i zakresu. Według tych badań projekty, 
które zostały zrealizowane w zaplanowanym terminie, budżecie i zakresie sta-
nowią jedynie 16,2% projektów. Według tych badań sukces projektu IT w głównej 
mierze zależy od zaangażowania użytkowników (15,9%), wsparcia kadry zarzą-
dzającej (13,9%), jasno sprecyzowanych wymagań (13%), właściwego plano-
wania (9,6%), realistycznych oczekiwań (8,2%), mniejszych kamieni milowych, 
kompetencji zespołu (7,7%), właściciela produktu (ownership) (5,3%), jasnej 
wizji i celów (2,9%), pracowitego, skoncentrowanego zespołu (2,4%) [www 1].  

Chow i Cao [2008], Ramos i Mota [2014], Montequin i in. [2014], Stan-
covic i in. [2013] badali czynniki sukcesu projektów IT na podstawie opinii wy-
konawców projektu (menadżera lub członków zespołu projektowego). W niniejszej 
pracy za miarę sukcesu projektu przyjęto stopień satysfakcji klienta. W bada-
niach przeprowadzono wielowymiarową analizę sukcesu projektu. Zastosowano 
metodę składowych głównych oraz metody ekonometrii.  
 
 
1. Próba badawcza 
 

Badania w niniejszej pracy oparto na badaniach ankietowych. Raport z nich 
jest dostępny na stronie internetowej [www 2]. Dobór pytań i formuła pozyska-
nia informacji od wykonawców oraz beneficjentów projektów wynikały z wielo-
letnich doświadczeń współautora w roli kierownika projektów IT po stronie wy-
konawcy jak również zamawiającego [Frączkowski, 2003; Frączkowski, 2007; 
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Frączkowski, 2008]. Przy doborze potencjalnych czynników mogących mieć 
wpływ na sukces projektu wzięto także pod uwagę czynniki analizowane w pra-
cach [Chow, 2008; Fan, 2010; Raz, 2002]. Podane w artykule wyniki opracowano 
na podstawie danych o 80 ukończonych projektach IT realizowanych w Polsce. 

Sukces projektu był oceniany przez klienta w skali 4-stopniowej: 1 – słaby, 
2 – raczej słaby, 3 – raczej wysoki, 4 – wysoki.  

Potencjalne czynniki, które brano pod uwagę jako czynniki, które mogą 
mieć istotny wpływ na sukces projektu widziany oczyma klienta, to: 
− podstawowa charakterystyka projektu: 

• sektor gospodarki (prywatny – 69, publiczny – 11), 
• charakter projektu (rozwój nowego systemu – 22, rozwój istniejącego sys-

temu – 23, utrzymanie istniejącego systemu – 2, wdrożenie rozwiązania 
IT – 29, integracja istniejących systemów – 4);  

− wielkość projektu:  
• budżet projektu (planowany: 9,5 tys.-8 mln zł, rzeczywisty: 12 tys.-6,5 mln zł),  
• czas projektu (planowany: 1-60 miesięcy, rzeczywisty: 2-160 miesięcy), 
• liczba osób w zespole (2-80), 
• liczba specjalistów w zespole (0-40) (specjalista – osoba, która ma wy-

starczające kompetencje do samodzielnego wykonywania zadania), 
• odsetek specjalistów w zespole (7-100%); 

− przedsiębiorstwo realizujące projekt: 
• wielkość przedsiębiorstwa realizującego (zdefiniowana na podstawie liczby 

zatrudnionych pracowników: mikro (1-9), mała (10-49), średnia (50-249), 
duża (250-1999), wielka (co najmniej 2000), 

• liczba równocześnie prowadzonych projektów w organizacji (1-200); 
− zleceniodawca: 

• wielkość organizacji zleceniodawcy (zdefiniowana na podstawie liczby za-
trudnionych pracowników: mikro (1-9), mała (10-49), średnia (50-249), 
duża (250-1999), wielka (co najmniej 2000), 

• liczba osób od strony zleceniodawcy pracujących nad projektem, 
• odsetek osób ze strony zleceniodawcy uczestniczących w projekcie; 

− outsourcing (% prac projektowych zleconych na zewnątrz; wyznaczony na 
podstawie pracochłonności prac); 

− metodyka zarządzania projektem (formalna oparta o procedury organizacji, 
oparta o metodykę formalną, np.: Prince2, PMBok, oparta o metodykę zwinną 
Agile, nieformalna – wiedza i doświadczenie – wybór jednokrotny); 

− stosowanie uzasadnienia biznesowego; 
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− wpływ ryzyka na projekt (oceniany w skali1-4; 1 – minimalny wpływ ryzyka 
na projekt…, 4 – maksymalny wpływ ryzyka na projekt) w następujących 
obszarach: 
• zespół, 
• środowisko organizacyjne, 
• wymagania, 
• planowanie i kontrola, 
• użytkownik/klient, 
• złożoność projektu; 

− zarządzanie ryzykiem:  
• posiadanie procedur zarządzania ryzykiem organizacyjnym, 
• dokumenty (prowadzenie rejestru ryzyka, plan zarządzania ryzykiem – 

wybór wielokrotny), 
• częstotliwość monitorowania ryzyka (przed rozpoczęciem projektu, przy 

zmianach w projekcie, w punktach kontrolnych, systematycznie – wybór 
wielokrotny), 

• udział zespołu w zarządzaniu ryzykiem; 
− kierownik projektu: 

• doświadczenie kierownika w zarządzaniu projektami (lata), 
• doświadczenie kierownika w zarządzaniu projektami w branży IT (lata), 
• posiadanie przez kierownika certyfikatu z zarządzania ryzykiem projektu. 

Z analizy danych ankietowych wynika, że wśród ukończonych projektów IT, 
23,75% projektów zakończyło się sukcesem w trzech kategoriach: czas, budżet, 
zakres. Przyjmując za Stanish Group, że jedynie 89,9% projektów IT zostaje 
ukończonych, oznacza to, że w badanej grupie 16,3% projektów w tych trzech 
kategoriach zakończyło się sukcesem. Jest to wynik zgodny z tym uzyskanym  
w badaniach przeprowadzonych przez Stanish Group (16,2%). Jeśli dodatkowo 
uwzględnimy wymiar satysfakcji klienta, to frakcja projektów zakończonych 
sukcesem jest jeszcze mniejsza i wynosi 7,5 % w grupie ukończonych projektów 
oraz 5,2% w grupie wszystkich projektów IT.  
 
 
2. Czynniki sukcesu projektów IT  
 

Do wyłonienia czynników mających istotny wpływ na sukces projektu  
w ocenie klienta zastosowano analizę składowych głównych. Rezultaty analizy 
przedstawiono w tabeli 1 oraz na rys. 1. Wyekstraktowano 12 składowych głów-
nych, które wyjaśniają 80% zmienności w charakterystyce projektów IT.  
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Tabela 1. Wariancja wyjaśniona przez poszczególne składowe główne 
 

Składowa 
Suma kwadratów ładunków 

Całkowita % wariancji Skumulowany % 
S1 7,861 21,245 21,245 
S2 3,590 9,703 30,948 
S3 3,205 8,662 39,610 
S4 2,721 7,353 46,963 
S5 2,232 6,033 52,996 
S6 2,025 5,473 58,468 
S7 1,788 4,831 63,300 
S8 1,556 4,204 67,504 
S9 1,331 3,598 71,102 
S10 1,255 3,393 74,495 
S11 1,036 2,801 77,295 
S12 1,009 2,726 80,021 

 

 
Rys. 1. Wykres osypiska  
 

Poszczególnym składowym przypisano określone kategorie jakościowe.  
W tym celu wyznaczono korelację składowych głównych z analizowanymi czynni-
kami projektów IT (przedstawionymi w poprzednim punkcie artykułu). W tabeli 2 
podano czynniki, które są istotnie skorelowane z poszczególnymi składowymi 
oraz wartości odpowiednich współczynników korelacji. I tak pierwszą składową 
S1 (charakteryzującą się największa zmiennością) można interpretować jako wiel-
kość projektu. Druga składowa S2 określa wielkość organizacji klienta i charakter 
jego współpracy przy realizacji projektu. Składowe S3, S6, S8 mogą być inter-
pretowane jako charakterystyka zespołu projektowego (doświadczenie kierowni-
ka projektu czy odsetek specjalistów w zespole projektowym, a także liczba osób 
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ze strony zleceniodawcy współpracujących przy projekcie). Składowa S4 skorelo-
wana jest z faktem stosowania Uzasadnienia Biznesowego, a także z wpływem ry-
zyka na projekt w obszarze planowania i kontroli. Z ryzykiem w projekcie związane 
są ponadto składowe S5, S7, S10 oraz S11 (wpływ ryzyka na projekt w obszarach: 
użytkownik/klient oraz złożoność projektu, a także z faktem przeprowadzania ana-
lizy ryzyka przy zmianach w projekcie). Składowa S9 skorelowana jest z faktem 
stosowania w zarządzaniu projektem metodyki Agile, a składowa S12 z wielkością 
prac projektowych zlecanych na zewnątrz organizacji (outsourcing).  
 
Tabela 2. Czynniki istotnie skorelowane z poszczególnymi składowymi głównymi 
 

Składowa Obszar 
Czynnik Korelacja 

S1 Wielkość projektu: 
– czas realizacji 
– liczba specjalistów w zespole 

 
0,87 
0,72 

S2 Zleceniodawca: 
– wielkość organizacji klienta  
– współpraca: częstotliwość akceptowania zmian przez klienta 

 
0,70 

-0,71 

S3 Doświadczenie kierownika projektu: 
– w zarządzaniu projektami 
– w branży projektu 

 
0,85 
0,88 

S4 Stosowanie Uzasadniania Biznesowego 
Wpływ ryzyka na projekt w obszarze planowanie i kontrola 

0,67 
-0,69 

S5 Ryzyko: 
– udział zespołu w zarządzaniu ryzykiem 

 
0,85 

S6 Współpraca ze zleceniodawcą:  
– liczba osób od strony zleceniodawcy pracujących przy projekcie 

 
-0,86 

S7 Ryzyko: 
– wpływ ryzyka na projekt w obszarze złożoność projektu 

 
-0,49 

S8 Zespół: 
– odsetek specjalistów w zespole 

 
0,82 

S9 Metodyka zarządzania projektem  
– Agile 

 
0,83 

S10 Ryzyko: 
– ocena ryzyka przy zmianach w projekcie 

 
0,81 

S11 Ryzyko: 
– wpływ ryzyka na projekt w obszarze użytkownik/klient 

 
0,75 

S12 Outsourcing  0,80 
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W kolejnym kroku skonstruowano model regresji, w którym za objaśnianą 
zmienną przyjęto stopień satysfakcji klienta (skala 1-4). Jako potencjalne zmienne 
objaśniające przyjęto składowe główne S1, …, S12. Model regresji przyjął na-
stępujący kształt:  
 

Zmienna Współczynnik Błąd Std. t Istotność t 
Stała 3.10526 0.0599831 51.7690 <0.00001 
S1 (Wielkość projektu: czas, liczba  
specjalistów w zespole) 

-0.175553 0.0607882 -2.8879   0.00690 

S7 (Ryzyko: wpływ ryzyka na projekt  
w obszarze złożoność projektu) 

-0.144004 0.0607883 -2.3689   0.02404 

S8 (Zespół: % specjalistów w zespole  
projektowym) 

-0.157819 0.0607882 -2.5962   0.01412 

S9 (Metodyka Agile)  0.229022 0.0607883  3.7675   0.00067 
S12 (Outsourcing) -0.108303 0.0607883 -1.7816   0.08430 
 

Współczynnik determinacji regresji R2 = 0,54. Statystyka F(5,32) = 7,61 
(poziom istotności p = 0,00008). Składnik losowy modelu ma rozkład normalny 
N(0, 0,37) – test Shapiro–Wilka W = 0,9875 (istotność p = 0,94). Składnik losowy 
modelu jest homoscedastyczny – test White’a: LM = 24,76 (istotność p = 0,29) 
oraz test Breuscha–Pagana LM = 3,92 (istotność p = 0,56).  

Zmiennymi istotnymi są składowe S1, S7, S8, S9, S12. Stopień satysfakcji 
klienta zależy zatem od:  
− wielkości projektu (w szczególności: czas projektu i liczba specjalistów w zespo-

le projektowym),  
− wpływu ryzyka na projekt w obszarze złożoność projektu, 
− struktury zespołu projektowego (odsetek specjalistów), 
− faktu stosowania metodyki Agile,  
− wielkości prac projektowych zlecanych na zewnątrz organizacji realizującej 

projekt (outsourcing). 
Analizując współczynniki modelu regresji oraz współczynniki korelacji 

pomiędzy głównych składowymi i analizowanymi czynnikami sukcesu projektu 
IT, można wysunąć następujące wnioski. Pozytywnie oceniane przez klienta są 
projekty o krótkim czasie realizacji oraz te projekty, w realizacji których udział 
bierze proporcjonalnie mała liczba specjalistów, jak również projekty, w których 
niewielki odsetek prac wykonywanych jest w ramach outsourcingu. Pozytywnie 
oceniane są także projekty, w zarządzaniu którymi stosowana jest metodyka 
Agile oraz te projekty, w których wystąpił znaczący wpływ ryzyka na projekt w ob-
szarze złożoność projektu. 
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Porównajmy uzyskane w niniejszej pracy wyniki z wynikami badań prze-
prowadzonymi przez Standish Group. W analizowanej populacji 11% projektów 
zarządzanych było metodyką Agile. Wszystkie te projekty zostały ocenione jako 
projekty, które spełniły oczekiwania klienta w stopniu wysokim bądź raczej wy-
sokim. Z metodyką Agile związane jest iteracyjne planowanie, którego podstawą 
są krótkie okresy, tzw. sprinty. Można zatem uznać, że osiągnięte w tym zakresie 
pracy wyniki są zgodne z wynikami uzyskanymi w badaniach Standish Group, 
gdzie jako czynniki sukcesu projektu wskazano „właściwe planowanie” oraz 
„mniejsze kamienie milowe”. Z przeprowadzonych badań wynika także, że 
czynnikiem sukcesu w wymiarze właściciela produktu jest niezbyt duża liczba 
specjalistów w zespole projektowym. Ten czynnik można w pewnym sensie po-
równać do czynnika „kompetentny i pracowity zespół” wskazanego przez Standish 
Group. Oznacza to, że ważniejszy jest kompetentny, pracowity i skoncentrowa-
ny zespół, a niekoniecznie zespół złożony ze specjalistów. Wpływ liczby specja-
listów na stopień satysfakcji klienta wynika m.in. z istotnego wpływu liczby 
specjalistów zatrudnionych przy realizacji projektu na budżet projektu. Liczba 
specjalistów w zespole projektowym jest istotnie skorelowana z budżetem pro-
jektu (ݎ = 0,51, istotność ݌ ≅ 0).  

Ponadto z przeprowadzonych badań można wywnioskować, że stosowanie 
metodyki Agile w zarządzaniu projektem jest istotnie skorelowane z wielkością 
prac projektowych zlecanych na zewnątrz (współczynnik korelacji ݎ = −	0,26, 
istotność ݌ = 0,024). Oznacza to, że w praktyce projekty zarządzane metodyką 
Agile realizowane są w znacznym zakresie w systemie własnym. Może to być 
jedną z przyczyn, z powodu której outsourcing znalazł się w grupie istotnych 
czynników sukcesu/porażki projektu IT. 

Czynnik „wpływ ryzyka w obszarze złożoność projektu” jest istotnie skorelo-
wany z takimi czynnikami jak: przeprowadzenie analizy ryzyka przed rozpoczęciem 
realizacji oraz prowadzenie rejestru ryzyka (współczynniki korelacji odpowied-
nio: ݎ = 0,29, istotność ݌ = 0,012 oraz ݎ = 0,22, istotność ݌ = 0,055). Zatem 
w ocenie klienta lepiej oceniane są projekty, w zarządzaniu którymi wykorzystu-
je się techniki zarządzania ryzykiem. 

Kolejnym czynnikiem sukcesu projektu IT jest czas jego realizacji. Lepiej 
oceniane przez klienta są małe projekty o krótkim czasie realizacji.  
 
 
Podsumowanie 
 

W pracy do wyłonienia czynników, które mają istotny wpływ na sukces 
projektu IT widziany oczyma klienta, zastosowano analizę składowych głów-
nych oraz analizę regresji. Z przeprowadzonych badań wynika, że czynnikami, 
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które mają istotny wpływ na sukces projektu są: wielkość projektu, fakt wystę-
powania ryzyka związanego ze złożonością projektu, struktura zespołu projek-
towego, stosowana metodyka zarządzania projektem oraz odsetek prac projek-
towych realizowanych w ramach outsourcingu. W skonstruowanym modelu 
regresji określony został ilościowy wpływ tych czynników na stopień satysfakcji 
klienta. W pracy porównano również czynniki sukcesu projektu w wymiarze 
klienta z czynnikami sukcesu projektu IT w trzech podstawowych wymiarach 
(czas, budżet, zakres) wyłonionymi w badaniach Standish Group. Z porównania 
tego wynika, że istotnym czynnikiem mającym wpływ na sukces projektu IT  
w wymiarze klienta, obok czynników sukcesu projektu w trzech podstawowych 
wymiarach, jest metoda zarządzania projektu IT (rodzaj stosowanej metodyki 
zarządzania, zarządzanie ryzykiem).  
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MULTIDIMENSIONAL ANALYSIS OF FACTORS  
OF IT PROJECT SUCCESS 

 
Summary: Due to technological advances in recent years, the number of IT projects has 
significantly increased. Such projects are often complicated and associated with high 
risk. Appropriate project management has a positive influence on the budget, quality and 
achieving deadlines, and in this way can lead to the success of a project. This paper pre-
sents and multi-criterion analysis of factors involved in the success/failure of a project. 
This research was carried out on the basis of data from a questionnaire.  
 
Keywords: project IT, success factors, principal component analysis. 
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INTERPOLACJA FUNKCJI TARYFOWEJ  
W OPTYMALIZACJI PODATKU DOCHODOWEGO  

OD OSÓB FIZYCZNYCH 
 
Streszczenie: W artykule, który dotyczy wyboru sposobu optymalizacji podatku docho-
dowego od osób fizycznych dla warunków aktualnie istniejących w Polsce, zaprezento-
wano kilka możliwych podejść, różniących się między sobą sposobem rozwiązania, do-
kładnością obliczeń i stopniem skomplikowania. Podstawą przeprowadzonego badania 
było określenie funkcji taryfowej oraz jej interpolacja na podstawie wybranych metod: 
bazy jednomianowej, bazy Lagrange'a, bazy Newtona, funkcji sklejanych. Przedstawio-
no również procedurę zastosowania wymienionych metod oraz zalety i wady poszcze-
gólnych podejść, ilustrując je wynikami rozwiązań i wykresami. Dla porównania i oceny 
jakości zaprezentowanych rozwiązań użyto bezwzględnych i względnych odchyleń 
funkcji interpolacyjnych od polskiej funkcji taryfowej. 
 
Słowa kluczowe: funkcja taryfowa, podatek dochodowy, interpolacja wielomianowa, 
funkcje sklejane. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Kwestia optymalizacji wielkości podatku dochodowego budzi emocje w wielu 
krajach, w tym i w Polsce. Sygnałem tego są propozycje różnych rozwiązań 
m.in. polskiego Ministerstwa Finansów, aby jakiekolwiek zabiegi i działania w tym 
kierunku utrudnić, a najlepiej uniemożliwić. Podstawowym problemem dla władz 
państwowych jest rozstrzygnięcie, które ze stosowanych w praktyce zabiegów są 
legalne, a które naruszają przepisy prawa. Nie wnikając w tę materię, która budzi 
zainteresowanie głównie prawników, autorzy zamierzają przedstawić możliwości 
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interpolacji funkcji taryfowej podatku od osób fizycznych. Przeprowadzenie in-
terpolacji stanowi konieczny warunek umożliwiający zastosowanie procedur 
optymalizacyjnych opartych na metodach programowania matematycznego w celu 
określenia możliwie najkorzystniejszych kwot podatku.   

Funkcja taryfowa podatku dochodowego od osób fizycznych na zasadach 
ogólnych według skali podatkowej została zdefiniowana w trzech przedziałach 
dochodowych. Fakt ten powoduje istnienie punktów nieróżniczkowalnych, co 
stanowi istotny mankament przy użyciu funkcji taryfowych do zadań optymali-
zacyjnych. Rozwiązywanie podatkowych problemów optymalizacyjnych za po-
mocą metod opartych na programowaniu matematycznym1 wymusza koniecz-
ność eliminacji wszystkich punktów nieróżniczkowalnych. Nie chodzi tutaj 
jedynie o matematyczną poprawność modelu. Różniczkowalność funkcji tary-
fowej w pełnym przedziale dochodowym jest wymogiem stawianym przez 
większość programów komputerowych wspomagających rozwiązywanie pro-
blemów opartych na programowaniu matematycznym. 

Ogólną postać podatkowej funkcji taryfowej składającej się z dwóch przedzia-
łów liniowych oraz kwoty wolnej od podatku może zostać przedstawiona jako: 

S(x) =  ቐ0																																																								 dla																										0 ≤ 	x < ݓ݇
 a ∙ (x − kw)																																					dla																									kw ≤ x < ݃		b ∙ (x − g) + a(g − kw)														  dla																															x ≥ g	       ,    (1) 

gdzie  
x – dochód podlegający opodatkowaniu  
a – stawka podatkowa w pierwszym przedziale liniowym 
b – stawka podatkowa w drugim przedziale liniowym  
kw – dochód odpowiadający kwocie wolnej od podatku 
g – dochód odpowiadający granicy między oboma przedziałami liniowymi 
 

Wstawiając do formuły (1) wartości:  

a = 0,18; b = 0,32; kw = 3.089; g = 85.528 

uzyskujemy aktualną funkcję obciążenia podatkiem dochodowym od osób fi-
zycznych w Polsce [Ustawa o podatku dochodowym, art. 27 ust. 1, 1991]: 

SPL(x) =  ቐ 0																																																												dla																						x < 3.089		     0,18 ∙ x − 556,02																													dla				3.089 < x	 ≥ 85.528	,  0.32 ∙ (x − 85.528) + 14.839,02			dla																						x > 85.528						 (2) 

                                                 
1   Typowy problem stanowi wybór miejsca i formy opodatkowania w układzie transgranicznym, 

zob. [ Grzesiak S. i Jóźwiak R., 2010].  
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gdzie  
x – dochód podlegający opodatkowaniu  

W celu umożliwienia rozwiązywania podatkowych zadań optymalizacyj-
nych w układzie międzynarodowym, koniecznym jest dla celów porównawczych 
przedstawienie formuły (1)  w walucie obcej, co prowadzi do ogólnej postaci pa-
rametrycznej: 

S(x) =  ൝0																																																											dla																					0 ≤ 	x < ݓ݇ · Ea ∙ (x − kw · E)																																dla														kw · E ≤ x < ݃ · E,b ∙ (x − g · E) + a(g − kw) · E					dla																																	x ≥ g · E	      (3) 

gdzie  
x – dochód podlegający opodatkowaniu w walucie obcej 
E – kurs złotówki 
 

Funcja podatku dochodowego od osób fizycznych wyrażona w EURO2 
przyjmuje postać:   

SPL(x) = ൝ 0																																																																								0 ≤ 	x < 738,27			−132,889 + 0,18x																													738,27	 ≤ 	x < 20.441,2		3.546.53  + 0,32(−20.441,2 + x)																						x ≥ 20.441,2	      (4) 

Nieróżniczkowalność polskiej podatkowej funkcji taryfowej na zasadach 
ogólnych występuje w punktach stanowiących granice jej poszczególnych prze-
działów, bowiem dla odpowiadających im dochodów nie istnieje jednoznacznie 
określona granica ilorazu różnicowego. Warunkiem różniczkowalności na grani-
cach przedziałów jest równość odpowiednich lewo- i prawostronnych krańco-
wych stawek podatkowych [Hoffmann, 2008, s. 148]: lim∆௘→଴ ௙೗(௫బା∆௘)ି௙೗(௫బ)∆௘  = lim∆௘→଴ ௙ೝ(௫బା∆௘)ି௙ೝ(௫బ)∆௘  ,         (5)                   

gdzie fI(x) oraz fr(x) określają odpowiednio funkcję poprzedzającą punkt gra-
niczny bądź po nim bezpośrednio następującą. Wyniki obliczeń krańcowych 
stawek dla punktów P1(738,271;0) oraz P2(20441,20;3546,53) można przedsta-
wić w następującym zestawieniu: 

 fl1`(738,271) = 0   oraz   fr1`(738,271) = 0,18,                 (6) 

 fl2
`(20.441,20) = 0,18  oraz   fr2`(20.441,20) = 0,32,        (7) 

Jak wynika z powyższego zestawienia, dla granic poszczególnych przedzia-
łów dochodowych funkcji obciążenia podatkowego w Polsce nie są spełnione 
równości odpowiadających sobie granic ilorazów różnicowych, co powoduje 
                                                 
2  W pracy zastosowano kurs: 1 € = 0,248 PLN. 
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nieróżniczkowalność funkcji w tych punktach. Ten problem można wyelimino-
wać poprzez użycie funkcji możliwie silnie przybliżonej do funkcji obciążenia 
podatkowego, która spełnia warunek różniczkowalności w pełnym spektrum do-
chodowym (funkcja interpolacyjna). Tego typu funkcje można wygenerować za 
pomocą interpolacji wielomianowej. Proces interpolacji można przeprowadzić 
przy pomocy klasycznych metod interpolacji (na podstawie bazy jednomiano-
wej, bazy Lagrange lub bazy Newtona), jak również przy użyciu interpolacji 
splajnowej.   

Podstawą interpolacji wielomianowej jest stwierdzenie, że dla danych n + 1 
punktów parami różnych od siebie istnieje dokładnie jeden wielomian o stopniu 
nie większym od n, który interpoluje te punkty. Zadanie sprowadza się więc do 
znalezienia funkcji e(x), która przebiega przez n + 1 określonych węzłów. Rzęd-
ne węzłów (xi dla i = 0,..., n) odpowiadają wartościom dochodu do opodatkowa-
nia, natomiast odpowiadające im odcięte (si, i = 0,..., n) wartościom obciążenia 
podatkowego. 
 

Rozwiązanie na podstawie bazy jednomianowej 

Szukana funkcja wielomianowa wyznaczona została przy użyciu bazy jed-
nomianowej z wielomianów postaci {1, x1, x2, ..., xn}. Dla n + 1 różnych parami 
węzłów o rzędnych xi oraz odciętych si szukany jest wielomian:  

e(x) =  ∑ ܽ௜ ∙ ௜௡௜ୀ଴ݔ  ,   ai ∈ R,                                (8)  

przy czym dla poszukiwanych współczynników ai oraz dla wartości odciętych Si 
musi być spełniona następująca równość: 

Si = e(xi) = ∑ ௝ܽ௡௝ୀ଴ ∙  ௝,  i = 0,...,n                  (9)(௜ݔ)

Zależność ta prowadzi do układu n + 1 równań postaci: 

቎1 ଴ଵݔ ⋯ ⋮଴௡ݔ ⋮				⋱ ⋮1 ௡ଵݔ ⋯  ௡൩                                       (10)ݏ⋮଴ݏ൥ܽ଴⋮ܽ௡൩=൥	·	௡௡቏ݔ

Rozwiązaniem powyższego układu równań jest wektor a: 

a = M-1· s                       (11) 

Mnożąc wektor a przez wektor xT= (1, x1, x2, ..., xn) uzyskujemy poszuki-
waną funkcję wielomianową: 

e(x) = a0 + a1x1 + a2x2 + ... + anxn                             (12) 
 



Stefan Grzesiak, Robert Jóźwiak 94 

W celu interpolacji funkcji taryfowej zostały wybrane węzły pokrywające 
pełny przedział dochodów, istotny z punktu widzenia zadań optymalizacyjnych: 

P(x0;s0) = (500; 0) 
P(x1;s1) = (15.000; 2.567,11) 
P(x2;s2) = (25.000; 5.005,31) 
P(x3;s3) = (80.000; 22.605,30) 
P(x4;s4) = (200.000; 61.005,30) 

Uzyskany w ten sposób układ równań przyjmuje postać: 

   M · a = s,                                    (13) 
gdzie macierz M 

M = ۖ۔ۖە
1ۓ 500 250000 125000000 625000000001 15000 225000000 3375000000000 506250000000000001 25000 625000000 15625000000000 3906250000000000001 80000 6400000000 512000000000000 409600000000000000001 200000 40000000000 8000000000000000 1600000000000000000000ۙۖۘ

ۖۗ
   (14) 

Rozwiązanie równania stanowi wektor a: 

   a  =  M-1 · s                        (15) 

Mnożąc wektor a przez wektor z (zT=1,x,x2,x3,x4), otrzymujemy szukaną 
funkcję interpolacyjną:  

e(x) = − 63,42154259719198 + 0,12497108200904175·x                                                 
+ 0,000003757749805864301·x2 + 2,75199716994037·10-11·x3  +        
6,620267906340445·10-17·x4                 (16) 

 

Rozwiązanie na podstawie bazy Lagrange´a 

Analogicznie określamy szukaną funkcję interpolacyjną dla n + 1 węzłów  
o współrzędnych (xi,si), gdzie i = 0,..., n. Przyjmuje ona postać: 

 e(x) = ∑ ௜ܵ ∙ ௡௜ୀ଴(ݔ)௜ܮ ,                    (17) 

gdzie  

∏ = (ݔ)௜௡ܮ  ௫ି௫೔௫೔ି௫ೕ௡௝ୀ଴;௝ஷ௜                             (18) 

Opierając się na tych samych węzłach, które wykorzystane zostały w przy-
padku baz monomialnych, uzyskujemy za pomocą formuły (18) następujące 
wielomiany Lagrange´a: 
s0·L0 = 0·[(x-15.000)/(500-15.000)]·[(x-25.000)/(500-25.000)]· 

[(x-80.000)/(2.000-80.000)]·[(x-200.000)/(500-200.000)] = 0 
s1·L1 = 2.567,11·[(x-500)/(15.000-500)]·[(x-25.000)/(15.000-25.000)]· 

[(x-80.000)/(15.000-80.000)]·[(x-200.000)/(15.000-200.000)]· 
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s2·L2 = 5.005,31·[(x-500)/(25.000-500)]·[(x-15.000)/(25.000-15.000)]· 
[(x-80.000)/(25.000-80.000)]·[(x-200.000)/(25.000-200.000)] 

s3·L3 = 22.602,30·[(x-500)/(80.000-500)]·[(x-15.000)/(80.000-15.000)]· 
[(x-25.000)/(80.000-25.000)]·[(x-200.000)/(80.000-200.000)]· 

s4·L4 = 61.005,30·[(x-500)/(200.000-500)]·[(x-15.000)/(200.000-15.000)]· 
[(x-25.000)/(200.000-25.000)]·[(x-80.000)/(200.000-80.000)]· 

Zsumowanie powyższych wielomianów daje szukaną funkcję interpolacyj-
ną zgodnie z oczekiwaniami odpowiadająca funkcji (18): 

e(x) = s0·L0 + s1·L1 + s2·L2 +  s3·L3 + s4·L4 + s5·L5 + s6·L6 = − 63,42154259719198 
+ 0,12497108200904175·x + 0,000003757749805864301·x2 + 

2,75199716994037·10-11·x3 + 6,620267906340445·10-17·x4  
 

Rozwiązanie na podstawie bazy Newtona  

Dla  n + 1 węzłów poszukiwana funkcja interpolacyjna ma postać: 

 e(x) = a0·w0(x) + a1·w1(x) + ... + an·wn(x),               (20) 
gdzie 

wi(x) = ൜ 1																																																																			dla	i = 0(x − x଴)(x − xଵ)… (x − x୬ − 1)					dla	1	 ≤ 	i	 < 	݊			      (21) 
 

Wartości parametrów ai wyznaczano przez przyrównanie wartości funkcji 
interpolacyjnej do wartości funkcji taryfowej dla wybranych węzłów: 

  e(xi) = s(xi)   dla 0 ≤ i ≤ n                  (22) 

Równość powyższa prowadzi do układu równań, który dla wybranych wyżej 
węzłów przyjmuje postać: 

  M· a = s                                                   (23) 

Macierz M składa się z następujących wierszy: 
1              0          0      0      0      0   0  
1         8·103         0      0      0      0   0 
1       48·103        192·107      0      0      0   0 
1       98·103        882·107         4.410·1011      0      0   0 
1     148·103     2.072·107       20.720·1011       103.600·1015      0   0 
1     218·103     4.578·107       77.826·1011       933.912·1015     6.537.384·1019   0 
1     278·103     7.506·107     172.638·1011    3.107.484·1015   40.397.292·1019   242.383.752·1011        

Po prawej stronie równania macierzowego (23) znajduje się wektor s, któ-
rego współrzędne odpowiadają wartościom funkcji obciążenia podatkowego dla 
poszczególnych węzłów: 

ST = (0   333,15   13.732,10   36.217   58.722   90.229   118.161)   (25) 

(19)

(24)
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Rozwiązaniem układu równań (23) jest wektor a = M-1·s, który przemnożony 
przez ośmioelementowy wektor w, w postaci: 

wT = ((1), 
        (x-2000),     
       ((x-2000)(x-10000)),     
       ((x-2000)(x-10000)(x-50000)),   
       ((x-2000)(x-10000)(x-50000)(x-100000)),      
       ((x-2000)(x-10000)(x-50000)(x-100000)(x-150000)),    
       ((x-2000)(x-10000)(x-50000)(x-100000)(x-150000)(x-220000)), 
       ((x-2000)(x-10000)(x-50000)(x-100000)(x-150000)(x-220000)(x-80000))), 

daje nam szukaną funkcję interpolacyjną e(x): 

e(x) = (M-1·a)·w = 141,959 -0,0963265x + 0,00001297356x2 – 
 - 1,51859·10-10x3  +  9,23513·10-16x4 - 2,77637·10-21x5 + 3,24409·10-27x6    (27) 

Przy pomocy trzech przedstawionych wyżej metod uzyskano identyczną 
funkcję interpolacyjną e(x). Każda z wykorzystanych metod posiada pewne za-
lety. Metoda generująca funkcję interpolacyjną na bazie Newtona umożliwia 
proste dołączanie dodatkowych węzłów bez potrzeby ponownego przeliczania 
całego systemu. Stanowi to istotną zaletę pozwalającą na elastyczne stosowanie 
funkcji interpolacyjnej w zależności od określonego jej zastosowania. Metoda 
oparta na bazie jednomianowej charakteryzuje się z kolei dużą przejrzystością. 
Dla dużej liczby parametrów jest ona jednak mało efektywna. Zaletą interpolacji 
przy użyciu bazy Lagrange´a jest łatwość jej implementacji, chcąc jednak roz-
szerzyć funkcję o dodatkowy węzeł, konieczne jest powtórzenie całego procesu 
obliczeniowego.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(26)
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Rys. 1. Porównanie funkcji taryfowej według skali z funkcją interpolacyjną opartą na 
bazie jednomianowej 

 
Źródło: Obliczenia własne. 
 
 

 
 
Rys. 2. Odchylenie bezwzględne funkcji interpolacyjnej opartej na bazie jednomianowej 

od  funkcji taryfowej 
 
Źródło: Obliczenia własne. 
 

50000 100 000 150000 200000
dochód
EUR

10000

20000

30000

40000

50000

60000

podatek
EUR

funkcja interpolacyjna
funkcja taryfowa

50000 100000 150000 200000
dochód

EUR

�1500

�1000

�500

bezwzględne odchylenie

podatek 
w EUR 

dochód 
w EUR 

odchylenie bezwzględne  

dochód 
w EUR 

–

–

–



Stefan Grzesiak, Robert Jóźwiak 98 

 
 
Rys. 3. Odchylenie względne funkcji interpolacyjnej opartej na bazie jednomianowej  

od polskiej funkcji taryfowej 
 
Źródło: Obliczenia własne. 
 

Porównanie funkcji e(x) potwierdza stosunkowo dokładne odwzorowanie 
wyjściowej funkcji taryfowej przez wyprowadzoną funkcję interpolacyjną. 

Jakość danej funkcji interpolacyjnej określana jest przez krzywe bezwzględne-
go oraz względnego jej odchylenia od funkcji pierwotnej. 

Z przedstawionych wyżej rysunków wynika, iż wyznaczona funkcja inter-
polacyjna względnie dobrze przybliża funkcję taryfową w obszarze między 
pierwszym a ostatnim węzłem. Maksymalne odchylenie bezwzględne dla do-
chodów mniejszych od 200 000 (ostatni węzeł interpolacyjny) wynosi ok. 1500, 
co odpowiada mniej więcej czteroprocentowemu odchyleniu względnemu. 

Poza obszarem dochodowym ograniczonym pierwszym i ostatnim węzłem 
odchylenia od pierwotnej funkcji taryfowej są tak duże, że jakiekolwiek zasto-
sowanie funkcji interpolacyjnej dla dochodów leżących powyżej ostatniego węzła 
nie jest możliwe. 

Sytuację zmienić może zagęszczenie węzłów.  Wprowadzenie dodatkowe-
go węzła zdecydowanie polepsza jakość interpolacji w obszarach dochodowych, 
które leżą w jego otoczeniu, powodując równocześnie silne wzmocnienie odchy-
leń w przedziałach odpowiadającym bardzo wysokim dochodom.  

Interpolacja funkcjami sklejanymi 

W celu uniknięcia efektu silnych odchyleń leżących za granicą ostatniego  
i przed granicą pierwszego węzła, istnieje możliwość zastosowania interpolacji 
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splajnami (funkcjami sklejanymi). Polega ona na wprowadzeniu funkcji wielomia-
nowych łączących dwa wierzchołki „obejmujące” dane miejsce nieróżniczkowalne.   

Jak już wykazano, funkcja obciążenia podatkowego w Polsce jest nieróż-
niczkowalna jedynie w punktach stanowiących granice poszczególnych prze-
działów dochodowych. W związku z tym można się ograniczyć tylko do punk-
tów odpowiadających granicom przedziałów: 

P1 (x1;s1) = (738,271;0) 
P2 (x2;s2) = (20441,20;3546,53) 

Zadanie polega na znalezieniu dla każdego węzła xi odpowiedniej funkcji 
wielomianowej   

 ei(x,xd,xg), gdzie    xd < xi < xg,                   (28) 

która w punktach xd oraz xg „wtapia się” w funkcję taryfową w ten sposób, że 
funkcja całkowita jest w tych punktach ciągła i dwukrotnie różniczkowalna. 

Punkty xd oraz  xg  muszą zostać tak dobrane, aby odchylenie funkcji wie-
lomianowej ei(x,xdi,xgi) od funkcji taryfowej s(x) dla danego węzła Pi(xi,si) było 
minimalne. Warunek ten można formalnie przedstawić jako: 

 

 min௫ౚ౟,௫ౝ౟ ൤ቀධ ൣܵ௉௅(ݔ) − ݁௜൫ݔ, ,୧ୢݔ ୥୧൯൧ݔ ௫ౝ౟௫ౚ౟ݔ݀ ቁଶ൨.   (29) 
 

Warunek (29) opiera się na minimalizacji powierzchni zawartej pomiędzy 
funkcją faktycznego obciążenia podatkowego SPL(x) oraz szukaną funkcją spli-
nową ei. Ze względu na przedziałową definiowalność funkcji obciążenia podatko-
wego SDE(x) korzystniejsza z punktu widzenia zastosowania oprogramowania obli-
czeniowego3 jest następująca forma zadania minimalizującego [Schanz, 2006]: 

 min௫ౚ౟,௫ౝ౟[(׬ (ݔ)௜ିݏ ௫೔௫ౚ౟ݔ݀ + ׬ (ݔ)௜ାݏ ௫ౝ౟௫೔ݔ݀ − ׬ ݁௜(ݔ) ௫ౝ౟௫ౚ౟ݔ݀ )ଶ]                 (30) 
 

Funkcje si-(x) oraz si+(x) odpowiadają elementowi funkcji obciążenia bez-
pośrednio poprzedzającemu węzeł Pi(xi, si) oraz elementowi po nim następują-
cemu. Zadanie minimalizacyjne (30) musi zostać wykonane dla wszystkich nie-
różniczkowalnych węzłów Pi(xi, si). 

Aby spełnione były warunki ciągłości oraz dwukrotnej różniczkowalności, 
szukana funkcja wielomianowa ei(x) musi być funkcją przynajmniej stopnia pią-
tego [Davies , 2001]. 

 
 

                                                 
3  W pracy obliczenia wykonano przy pomocy oprogramowania Mathematica 9.0. 
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Współczynniki tej funkcji określa następujący układ równań: 
‒ funkcja musi przebiegać przez punkty xd oraz xg     

SDE(xd) = a0  +  a1·xd  +  a2·xd
2  +  a3·xd

3  + a4·xd
4  +  a5·xd

5 
SDE(xg) = a0  +  a1·xg  +  a2·xg

2  +  a3·xg
3  + a4·xg

4  +  a5·xg
5                             (31) 

‒ funkcja musi być w punktach xd oraz xg różniczkowalna 
SDE´(xd) =  a1  + 2a2·xd

  +  3a3·xd
2  + 4a4·xd

3  +  5a5·xd
4 

SDE´(xg) =  a1  + 2a2·xg
  +  3a3·xg

2  + 4a4·xg
3  +  5a5·xg

4                                 (32) 
‒ funkcja musi być dwukrotnie różniczkowalna w punktach xd oraz xg                            

SDE´´(xd) =  2a2
  +  6a3·xd  + 12a4·xd

2  +  20a5·xd
3 

SDE´´(xg) =  2a2
  +  6a3·xg  + 12a4·xg

2  +  20a5·xg
3                                          

Zapis macierzowy powyższego układu równań ma postać: 

   M · ai = si,                                   (34) 
gdzie macierz M 

ܯ  =
ێێۏ
ێێێ
1ۍێ ௗݔ	 ௗଶݔ		 ௗଷݔ		 ௗସݔ				 ௗହ1ݔ				 ௚ݔ	 ௚ଶݔ		 ௚ଷݔ		 ௚ସݔ				 ௚ହ0ݔ				 1 ௗݔ2 ௗଶݔ3 ௗଷݔ4		 ௗସ0ݔ5		 1 ௚ݔ2 ௚ଶݔ3 ௚ଷݔ4		 ௚ସ0ݔ5		 0 2 ௗݔ6 ௗଶݔ12 ௗଷ0ݔ20 0 2 ௚ݔ6 ௚ଶݔ12 ۑۑے௚ଷݔ20

ۑۑۑ
ېۑ
                   (35) 

Należy zatem dla danego nieróżniczkowalnego punktu Pi wyznaczyć wek-
tor ai 

  ai  =  M-1 · si                   (36) 

a następnie w celu wyznaczenia funkcji ei(x,xdi,xgi) przemnożyć wektor ai przez 
wektor x, gdzie 

xT = (1  x  x2  x3  x4  x5)                     (37) 

Dla punktu P1 współrzędnym wektora s odpowiadają wartości funkcji tary-
fowej oraz wartości jej pochodnych pierwszego i drugiego stopnia w punktach 
xd oraz xg: 

s(xd1) = 0, s(xg1) = 0,18x – 556,02, s´(xd1) = 0, s´(xg1) = 0,18, 
s´´(xd1) = 0, s´´(xg1) = 0 

Rozwiązując równanie macierzowe: 
  a1  =  M-1 · s1,                     (38) 

 

(33)
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wyznaczamy wektor a1, który pomnożony przez wektor xT= (1  x  x2  x3  x4  x5 ) 
daje nam funkcję e1(x,xd1,xg1): 

  e1(x,xd1,xg1) = xT·a1                    (39) 

Wartości xd1 oraz xg1 możemy wyznaczyć, rozwiązując zadanie minimali-
zacji: min௫ౚభ,௫ౝభ[(׬ (ݔ)ଵିݏ ଻ଷ଼,ଶ଻௫ౚభݔ݀ + ׬ (ݔ)ଵାݏ ௫ౝభ଻ଷ଼,ଶ଻ݔ݀ − ׬ ݁ଵ(ݔ) ௫ౝభ௫ౚభݔ݀ )^2]  (40), 

gdzie s1-(x) = 0, S1+(x) = 0,18·x – 132,89.   

Obliczenia dla zadania (40) charakteryzują się jednak dużą niedokładno-
ścią, na którą wpływają przybliżenia dokonywane przez program obliczeniowy. 
Uzyskane w ten sposób wyniki są niezadowalające. W zastosowaniach odnoszą-
cych się do zagadnień optymalizacji opodatkowania wystarczający jest intuicyjny 
wybór wartości xd1 oraz xg1 tak, aby obejmowały one dany nieróżniczkowalny 
punkt. Prowadzi to do istotnego zmniejszenia nakładu obliczeniowego przy nie-
znacznym ubytku dokładności związanej z brakiem uzyskania optymalnego prze-
biegu funkcji sklejanej. Dla nieróżniczkowalnego punktu P(x1;s1) = (8.004;0) zo-
stały zatem intuicyjnie przyjęte następujące wartości: 

Xd1  = 500,  Xg1  = 1000 

Wstawiając powyższe wartości do równania funkcji e1(x,xd1,xg1), uzyskano 
szukaną funkcję sklejaną e1(x):  

e1(x) = − 200,441 + 1,40664·x – 0,00367992·x2 + 
+ 0,00000435544·x3 – 2,23992·x4 + 4,05312·x5 

Dla punktu P2 = (20.441,20;3.546,53) wektor s2 przyjmuje postać:  

s(xd2) = 0,18x – 132,889, s(xg2) = 0,32(x-20441,20) + 3546,53   
s´(xd2) = 0,18, s´(xg2) = 0,32, s´´(xd2) = 0, s´´(xg2) = 0                        

 

 

 

 

 

 

(41)
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Rys. 4. Splajan funkcji taryfowej dla nieróżniczkowalnego punktu x = 738,27  
 
Źródło: Obliczenia własne. 
 

Rozwiązaniem układu równań jest: 

a2  =  M-1 · s2                     (42) 

W celu wyznaczenia funkcji ei(x,xd,xg) mnożymy wektor a przez wektor x, 
gdzie 

xT = (1  x  x2  x3  x4  x5) 

Dla xd2 = 20.000 oraz xg2 = 21.000 uzyskujemy funkcję interpolacyjną: 

e2(x) =  – 1,908549338890075·108 + 45.987,8·x – 4,430601·x2 + 
0,00021334435·x3  – 5,134525·10-9·x4 + 4,941·10-14·x5 

        

Uwzględniając obie funkcje sklejane, otrzymujemy funkcję interpolacyjną 
stanowiącą zmodyfikowaną funkcję taryfową: 
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Rys. 5. Splajan funkcji taryfowej dla nieróżniczkowalnego punktu x = 20.441,20 
 
Źródło: Obliczenia własne. 
 
 

SP(x) = 

۔ۖەۖ
ۓ 0 			0	 ≤ ݔ	 < 500e1(x) 	500	 ≤ ݔ	 < 1.000−132,889 + ݔ0,18 	1.000	 ≤ ݔ < 20.000e2(x) 20.000 ≤ ݔ < 21.0003546,53  + 0,32(−20441,20 + (ݔ ݔ																			 ≥ 21.000           (43) 

Rysunki 6 i 7 przedstawiają bezwzględne oraz względne odchylenie funkcji 
zmodyfikowanej od pierwotnej funkcji taryfowej. Jak wynika z nich, zmodyfi-
kowana funkcja taryfowa dobrze interpoluje polską funkcję taryfową. Najwyższe 
odchylenie bezwzględne występuje w pobliżu punktu P (20.441,20; 3.546,53)  
i wynosi 12 €, co odpowiada odchyleniu względnemu w wysokości około 0,35%. 
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Rys. 6. Odchylenie bezwzględne funkcji interpolacyjnej opartej na funkcjach sklejanych 

od funkcji taryfowej 
 
Źródło: Obliczenia własne. 
 
 

 
 
Rys. 7. Odchylenie względne funkcji interpolacyjnej opartej na funkcjach sklejanych  

od funkcji taryfowej 
 
Źródło: Obliczenia własne. 
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Podsumowanie 
 

Przeprowadzone w artykule analizy wskazują na realnie istniejące sposoby  
i możliwości wyznaczenia najkorzystniejszej wysokości płaconego podatku po-
przez wykorzystanie niezależnie czterech różnych podejść. Każde z nich posiada 
zarówno zalety, jak i wady. Funkcja interpolacyjna na bazie Newtona charakte-
ryzuje się elastycznością poprzez możliwość prostego dołączania dodatkowych 
węzłów. Metoda oparta na bazie jednomianowej jest przejrzysta, ale mało efek-
tywna dla większej ilości parametrów. Z kolei przy wykorzystaniu bazy Lag-
range'a można ją stosunkowo łatwo implementować, trudności sprawia jednak 
konieczność rozbudowy funkcji o dodatkowy węzeł, wiąże się to bowiem z po-
wtórzeniem obliczeń od początku.  

Jakość interpolacji mierzona odchyleniem względnym w stosunku do funk-
cji taryfowej jest zadowalająca (w granicach 4%), natomiast problemy pojawiają 
się dla granicznych węzłów dochodów. Poza ich obszarem odchylenia od funkcji 
taryfowej są zbyt duże. Dla uniknięcia silnych odchyleń można jednak wykorzy-
stać interpolacje funkcjami sklejanymi, co w końcowym efekcie pozwoliło na 
uzyskanie odchylenia względnego w granicach 0,35% .  
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INTERPOLATION OF TARIFF FUNCTION  
IN OPTIMISATION OF PERSONAL INCOME TAX 

 
Summary: The article that refers to selection of technique of optimisation of personal 
income tax in Polish conditions. Several possible approaches have been presented. The 
differ with respect to solving method, accuracy and degree of complication. The basis of 
the research was to present the tariff function and its interpolation on the basis of the fol-
lowing methods: monomial basis, Lagrange basis, Newton basis, spline functions. Pro-
cedure of application of above mentioned methods was presented, as well as their ad-
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vantages and disadvantages. For comparison and estimation of quality of presented solu-
tions, absolute and relative deviations of interpolation functions from the Polish tariff 
function were used. 
 
Keywords: tariff function, income tax, polynomial interpolation, spline functions. 
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SZACOWANIE PARAMETRÓW  
RYZYKA KREDYTOWEGO  

PRZY UŻYCIU RODZIN KLASYFIKATORÓW 
 
Streszczenie: Banki stosujące zalecenia Umowy Bazylejskiej II/III zobowiązane są do 
wyznaczania ryzyka na podstawie szeregu parametrów. Jednym z nich jest procent straty – 
Loss Given Default (LGD). W literaturze LGD traktowany jest jako zmienna losowa,  
o rozkładzie dwumodalnym. Do szacowania wielkości LGD stosuje się zaawansowane 
regresyjne modele statystyczne. Alternatywny sposób to wykorzystanie metod data mi-
ningowych. Szczególnie atrakcyjne wydają się estymatory typu rodzin klasyfikatorów, 
które pozwalają na uśrednienie rezultatów wielu „słabych klasyfikatorów” i uzyskanie 
bardziej precyzyjnych wyników.  

Rodziny klasyfikatorów operują tzw. informacją. Problemem jest interpretacja in-
formacji w kategoriach biznesowych. Celem artykułu jest uzgodnienie obu podejść i in-
terpretacji. Przedstawione zostaną wyniki szacowania przy użyciu modeli: ułamkowej 
regresji logistycznej, beta-regresji, boostingu gradientowego oraz lasów losowych. Po-
równane zostaną właściwości estymatorów. Obliczenia wykonane zostały na danych 
rzeczywistych. 
 
Słowa kluczowe: ryzyko kredytowe, LGD, metody ensemble, regresja. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Nowe Umowy Kapitałowe (Revised international capital framework Basel 
II i III [www 1, www 2]) zmieniły zasady zarządzania ryzykiem kredytowym  
i wprowadziły możliwość wykorzystywania przez banki systemów IRB, czyli 
wewnętrznych systemów ratingowych. Podejście IRB wymaga szacowania 
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trzech kluczowych parametrów: PD (Probability of Default) – prawdopodo-
bieństw migracji do stanu niewypłacalności w ciągu roku, LGD (Loss Given De-
fault) – współczynnika straty z tytułu niewywiązania się klienta z zobowiązań 
oraz EAD (Exposure at Default) – potencjalnego zaangażowania w momencie 
defaultu.  

LGD danej należności wobec kredytobiorcy zdefiniowano jako stratę, którą 
bank poniesie w przypadku zajścia zdarzenia niewykonania zobowiązań. Jest 
ona wyrażona w ujęciu procentowym jako część EAD: 

ܦܩܮ   = ௦௧௥௔௧௔	௘௞௢௡௢௠௜௖௭௡௔ா஺஽  (1) 

O ile wyznaczaniu PD poświęcono wiele uwagi zarówno w publikacjach 
akademickich, jak i literaturze fachowej [Crouhy i in., 2001], modelowanie LGD 
napotyka trudności [Schuermann, 2004]. Problemem są zarówno brak jednoli-
tych definicji dotyczących defaultu oraz straty ekonomicznej, jak i fakt, że banki 
w pewnym zakresie same decydują, które składniki powinny być uznane za 
istotne. Zasadniczo LGD oblicza się na bazie danych empirycznych, trudno do-
stępnych ze względu na specyfikę wyceny straty oraz długiego okresu niezbęd-
nego do ich kolekcji. 

W pracy podejmujemy próbę zastosowania nowoczesnych technik uczenia 
maszynowego: lasów losowych i boostingu gradientowego do szacowania LGD. 
W praktyce metody maszynowe, choć powszechnie uważane za bardzo obiecu-
jące, nie są stosowane z uwagi na trudności w interpretacji wyników, takich jak 
np. opis wpływu poszczególnych czynników ryzyka oraz możliwości porówny-
wania z metodami klasycznymi opartymi na innym paradygmacie analitycznym. 
Metody klasyczne oparte są na minimalizacji wariancji, zaś metody maszynowe 
na maksymalizacji informacji.  

W pracy pokazujemy, że zastosowanie zarówno lasów losowych, jak i bo-
ostingu gradientowego stanowi nowe i bardzo obiecujące podejście do szacowa-
nia LGD. Rezultaty otrzymane przy pomocy lasów losowych i boostingu gra-
dientowego porównujemy z wynikami uzyskanymi przy pomocy tradycyjnych 
metod regresji (regresji beta i regresji ułamkowej). Do porównywania modeli 
wykorzystujemy metody graficzne, m.in. krzywą REC. 
 
 
1. Wyznaczanie LGD w bankach 
 

Straty w ryzyku kredytowym reprezentowane są przez zmienną losową L. 
Jej wartość oczekiwana wyznaczana jest jako: 

(ܮ)ܧ  = 	ܦܣܧ ∙ 	ܦܩܮ ∙  (2)     ܦܲ
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Sam czynnik LGD również możemy potraktować jako zmienną losową. 
LGD związane z transakcjami niebędącymi w stanie default, może być postrze-
gane jako zmienna losowa. LGD dla transakcji w stanie default wyznacza się ja-
ko procentową utratę wartości w momencie defaultu. Jeśli posiadamy kompletną 
informację na temat wszystkich strat związanych z produktem oraz mamy wy-
braną metodę obliczania strat, to możemy bezpośrednio obliczyć LGD. Jeżeli 
jednak informacja nie jest kompletna, LGD jest również zmienną losową. 

W niniejszym artykule rozważane będą modele LGD transakcji tzn. obli-
czana będzie wartość LGD dla każdej transakcji indywidualnie. LGD każdej 
transakcji związane jest z działaniem różnych czynników ryzyka. Z literatury 
wiadomo, że wartości LGD wyznaczane dla danych historycznych wykazują du-
żą zmienność – mamy do czynienia z dwumodalną koncentracją wartości wokół 
0.0 (pełny odzysk) oraz 1.0 (całkowita strata).  
 
 
2. Modele LGD 
 

Wartość LGD wyraża się w procentach, jest zatem ułamkową zmienną celu. 
Do opisu LGD można zastosować szereg metod regresyjnych, np. ułamkową re-
gresję logistyczną albo regresję beta [Loterman i in., 2012]. Model regresji 
ułamkowej, oznaczany w pracy przez PLogit, został wprowadzony przez Papke-
go i Wooldridge’a w 1996 r. [Papke i Wooldridge, 1996]. Model ten należy do 
klasy Uogólnionych Modeli Liniowych (GLM), z logitową funkcją łączącą: 

(ݔߚ)ܩ  = ଵଵାୣ୶୮	(ିఉ௫)       (3) 

Model regresji beta do opisu frakcji został wprowadzony w 2004 r. przez 
Ferrariego i Cribari-Neto [Ferrari i Cribari-Neto, 2004]. Funkcja gęstości praw-
dopodobieństwa dla ݌ > 0	i ݍ > 0 oraz (0,1)߳ݕ	jest dana wzorem: 

;ݕ)݂  ,݌ (ݍ = ௬೛షభ(ଵି௬)೜షభ஻(௣,௤) = ୻(௣ା௤)୻(௣)୻(௤) ௣ିଵ(1ݕ −  ௤ିଵ   (4)(ݕ

gdzie ܤ(∙,∙) oznacza funkcję Beta, zaś Γ(∙) oznacza funkcję Gamma. Ferrari  
i Cribari-Neto zaproponowali transformację parametrów p i q na miary koncen-
tracji ߤ oraz rozproszenia ߶. Mamy  

(ܻ)ܧ  = ௣௣ା௤ =  (5)       ߤ

(ܻ)ݎܸܽ  = ௣௤(௣ା௤)మ(௣ା௤ାଵ) = ఓ(ଵିఓ)థାଵ , gdzie ߶ = ݌ +  (6)    ݍ
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Ferrari i Cribari-Neto zastosowali procedurę budowy funkcji wiarygodności 
analogiczną do teorii Uogólnionych Model Liniowych. 

Lasy losowe zostały wprowadzone w 2001 r. przez L. Breimana jako meto-
da klasyfikacji [Breiman, 2001]. Podejście zaproponowane przez Breimana po-
lega na konstrukcji dużej rodziny nieprzyciętych drzew na losowanych ze zwra-
caniem ze zbioru obserwacji pseudopróbach uczących. Dodatkowo, w każdym 
węźle losowanych jest m zmiennych do podziału ze zbioru wszystkich p atrybu-
tów. Obserwacja jest klasyfikowana na podstawie głosowania większościowego 
rodziny drzew.  

Algorytm lasów losowych na zbiorze obiektów S można opisać następująco 
[Hastie i in., 2009]:  
1. Tworzymy N pseudo-próbek {S1,…,SN} ze zbioru S: 

Si: obiekty losowane są z S wg schematu losowania prostego ze zwracaniem 
o objętości |N|. 

2. Dla każdego i=1,…,N dokonywana jest losowa selekcja atrybutów ze zbioru 
{X*} i budowany jest klasyfikator h*i=Learn(Si ; X*). 

3. Wynik uzyskiwany jest poprzez następujące uśrednienie: H=[{h*1,…,h*N}, 
majority vote]. 

Boosting gradientowy został wprowadzony przez J. Fridmana w 1999 r. 
Podobnie jak lasy losowe, boosting gradientowy jest rozszerzeniem drzew regre-
syjnych. W boostingu gradientowym, tak jak w lasach losowych, konstruowana 
jest rodzina drzew. Konstrukcja kolejnego drzewa oparta jest na poprzednim  
w taki sposób, aby najefektywniej, czyli w kierunku wektora gradientu, minima-
lizowana była dana funkcja straty. Algorytm boostingu gradientowego można 
opisać następująco [Berk, 2008]: 

Niech Y=learn(h(X)) oraz ܾ௠(ݔ) będą predyktorami Y  

 ℎ(ݔ) = ∑ ܾ௠(ݔ) = ∑ ;ݔ)௠ܾߚ ௠)ெ௠ୀଵெ௠ୀଵߠ     (7) 

1. Podstawiamy: h଴(x) ← 0 
2. Dla m=1,…,M i funkcji straty L( ): 

,ݔ)ݎ   (ݕ ← − ௗௗ௛ ,(ݔ)ℎ௠ିଵ)ܮ  (8)      (ݕ

  ܾ௠ ← argmin௕ ∑ ൫ܾ(ݔ) − ,ݔ)ݎ ൯ଶ(௫,௬)(ݕ      (9) 

  ℎ௠(ݔ) ← ℎ௠ିଵ(ݔ) + ݒ ∙ ܾ௠(ݔ)      (10) 
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W algorytmie boostingu gradientowego wykorzystuje się fakt, że do zmia-
ny h(x) na ℎ(ݔ) + dla małych wartości ν możemy użyć wyrażenia: ෍ (ݔ)ܾݒ (ݔ)ℎ௠ିଵ)ܮ + ܾ௠(ݔ), (௫,௬)(ݕ ≈ ෍ ,(ݔ)ℎ௠ିଵ)ܮ (௫,௬)(ݕ + 

 ∑ ௗௗ௛ ,(ݔ)ℎ௠ିଵ)ܮ (௫,௬)(ݕ ܾ௠(ݔ)      (11) 

 
3. Dane 
 

W pracy wykorzystano dane z segmentu małych i średnich przedsiębiorstw 
pochodzące z jednego z dużych polskich banków. Dane pochodziły z operacyj-
nych baz danych wykorzystywanych przez różne departamenty bankowe. Dane 
obejmowały informacje o kliencie i produktach. Do analizy wykorzystano 803 
obserwacje i 7 zmiennych, opisanych w tabeli 1.  
 
Tabela 1. Zmienne objaśniające wykorzystane w analizie 
 

X1 współczynnik spłaty zaciągniętego kredytu, wyznaczany jako stosunek wartości wszystkich  
spłaconych kredytów do wartości wszystkich zaciągniętych/przyznanych kredytów; 

X2 suma zaległości odsetkowych w momencie analizy; 

X3 flaga informująca o tym, czy w ciągu ostatnich 12 miesięcy doszło do spadku liczby zabezpieczeń 
ustanowionych na kliencie; 

X4 średnie opóźnienie w spłatach (w dniach) wyznaczone jako iloraz liczby dni wszystkich opóźnień 
w spłatach na wszystkich rachunkach posiadanych przez klienta przez liczbę wszystkich rachun-
ków posiadanych przez klienta;  

X5 współczynnik spłaty zaciągniętego kredytu, wyznaczany jako stosunek wartości wszystkich  
spłaconych kredytów do wartości wszystkich zaciągniętych/przyznanych kredytów; 

X6 liczba wszystkich aktywnych rachunków posiadanych przez klienta banku (rachunki, których 
klient jest pierwszym właścicielem oraz te, których jest współwłaścicielem); 

X7 miesięczna wysokość obciążeń na wszystkich rachunkach OVERDRAFT klienta. 
 
Źródło: Karwański i in. [2015, s. 5]. 
 
 
4. Wyniki 
 

Do estymacji wartości LGD zastosowano dwa modele regresyjne: ułamko-
wą regresję logistyczną, regresję beta oraz dwie metody uczenia maszynowego: 
lasy losowe i boosting gradientowy. Obliczenia przeprowadzono w pakietach 
SAS Foundation (ver. 9.4) oraz SAS Enterprise Miner (ver. 13.2). Do porówna-
nia uzyskanych wyników wykorzystano miary oparte na ocenie jakości klasyfi-
katorów ROC [Koronacki i Ćwik, 2008].  
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W celu zastosowania miar oceny klasyfikacji modeli zmienną LGD podzie-
lono na dwie kategorie ቄܦܩܮ > 	ܦܩܮ0.5 ≤ 0.5. Wartości miar dopasowania modeli znajdu-

ją się w tabeli 2. Otrzymane wyniki wskazują na lasy losowe i boosting gradien-
towy jako modele lepsze od klasycznych modeli regresyjnych. Zauważmy, że 
wyniki dla modelu regresji ułamkowej (PLogit) i regresji beta są dość podobne. 
Najlepsze dopasowanie uzyskano dla boostingu gradientowego. 
 
Tabela 2. Miary dopasowania modeli 
 

Model 
Mann-Whitney 

Somers' D Gamma Tau-a 
AUC Błąd 95% Prz. Ufn. 

Regresja beta 0.6511 0.0192 0.6134 0.6889 0.3023 0.3023 0.1512 

Regresja ułamkowa 0.6420 0.0194 0.6040 0.6799 0.2839 0.2839 0.1420 

Lasy losowe 0.6838 0.0186 0.6474 0.7203 0.3677 0.3699 0.1839 

Boosting gradientowy 0.7073 0.0182 0.6717 0.7429 0.4146 0.4148 0.2074 
 
Źródło: Obliczenia własne. 
 

Do dalszych porównań wykorzystana została prezentacja graficzna typu 
PP-plot (rys. 1). Na osi X znajdują się wartości estymatora LGD liczone dla 
każdej transakcji wg jednej metody, a na osi Y wg drugiej metody. Odstępstwa 
od przekątnej wskazują na różnice między porównywanymi metodami. Modele 
regresyjne oraz model lasu losowego dają zbliżone rezultaty. Jedynie model bo-
ostingu gradientowego wykazuje wartości odbiegające od pozostałych modeli, 
szczególnie dla skrajnych wartości LGD.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



a

 
c

 
R

 
Ź
 

m
0
z
d
d
w
 
 

a) 

c) 

Rys

Źródł

mod
0.0 
z na
deli
dals
we 

s. 1. 

ło: O

Ja
deli
ora

adw
i ni
szyc
roz

Wy
(pu
ora
c) p
mo
tren

Oblicz

ako 
i or
az 1
wyż
e b
ch b

zwią

ykre
uste
az re
poró
odel
nd) 

zenia

uz
raz 
1.0.
żką 
były
bad
ązan

esy 
 kw
egre
ówn
lu bo

a wła

upe
sur
 Sta
zer

y do
dań.
nie 

war
wadr
esji b
nani
oos

asne. 

ełni
row
ano
r w 
otyc
. Do
pro

Sza

rtoś
raty)
beta
ie m
ting

ieni
wych
owi 
zer

chcz
ostę
oble

acow

ści u
); a)
a b) 

mode
gu g

ie n
h d
to 

rze 
zas
ępn
emu

wan

uzys
) po
por
elu 

grad

na r
dany

prz
i je
 prz

ne p
u [C

nie p

skan
orów
równ
boo

dient

rys. 
ych
zesł
edyn
zed

publ
Cala

para

nych
wnan
nan

ostin
tow

2 p
. W
łank
nce

dsta
lika
abr

ame

h z m
nie 

nie m
ngu

wego

prz
Wida
kę d
e lu
awia
acje
ese

etró

mod
mo

mod
 gra

o ora

zeds
ać n
do s

ub m
ane 
e z 
, 20

w ry

b)

 
d)

deli
delu

delu 
adie
az r

staw
nad
stos

mod
w 

osta
012

yzyk

i na 
u la
lasó

entow
regr

wion
drep
sow
deli 

lite
atni

2; O

ka k

tle 
asów
ów 
weg
esji

ne 
prez
wan

pło
erat
ich 

Ospi

kred

dan
w lo
loso
go o
i uła

zos
zent
ia m
otko
turz
trz

ina 

dyto

nych
sow
owy
oraz
amk

stały
tacj
mod
owy
ze i
zech
i Fe

weg

h ob
wych
ych o
z bet
kow

y w
ję w
deli
ych
są 

h la
erra

go...

bserw
h (R
oraz
ta re
ej (l

wyk
war
i dw

h. W
prz

at da
ari, 

. 

wow
Rand
z reg
egre
linia

kresy
rtośc
wus

Wyn
zed
ają 
20

wan
dom
gres
esji 
a ci

y P
ci L
stop
niki 
dmio

jed
12]

nych
m Fo
sji u
d) p
ągła

PP-p
LGD
pnio

dla
otem
dyni
. 

h  
ores
ułam
poró
a oz

plot
D b
owy
a ty
m n
ie c

st)  
mkow
ówn
znac

tów
blis
ych
ych 
nasz
częś

11

wej 
nani
cza 

w dl
kic
, np
mo

zyc
ścio

3 

 

 

ie 

la 
ch 
p. 
o-
ch 
o-



1

 
a

 
c

 
R

 
Ź
 

L
w
r
p
i
j
w
W
d
w

114

a) 

c) 

Rys

Źród

LGD
wyn
rys.
poz
i bo
ją d
war
W d
dys
wą 

4 

s. 2. 

dło: O

Is
D w
niki
 3 p

zost
oost
dysk
rian
dru
kre
na 

Por
rze

Oblic

totn
wzg
i dl
prze
ałe 
ting
kret
nty. 
ugim
etne
10 

rów
eczy

czeni

nym
ględ
la z
edst

zm
g gr
tyza
W 

m p
e wa
prz

wnan
ywis

ia wł

m e
dem
zmie
taw
mien
radi
ację
pie

przy
arto

zedz

nie w
stym

łasne

elem
m zm
enn

wion
nne
ent
ę cz
erw
ypad
ości
ział

U

war
mi (p

e. 

men
mia
nej 
ny z
e p
tow
zyn

wszy
dku
i x1

łów

Urs

rtośc
pust

ntem
an c
x1. 

zosta
przy

wy o
nnik
ym 
u po
. D

w. 

zula

ci L
te k

m o
czyn
W

ał w
yjmu
opie
ków
prz
o tr

Dysk

a G

LGD
kwad

ocen
nni
yni

wyk
ują 

erają
w, d
zypa
rans
kret

Grzy

D wy
drat

ny m
ków
iki 
kres

w
ą si
late
adk
sfor
tyza

ybow

yzna
ty); 

mo
w r
dla 

s zm
arto
ię n
ego 
ku u
rma
acji

wsk

aczo
lini

del
ryzy

po
mian
ości

na d
dla

użyt
acji 
i zm

ka, M

b)

 
d)

ony
ie ci

i b
yka
ozos
n pr
i ró

drze
a m
to s
dy

mien

Mar

ych p
iągł

yła
. W
stał
rogn
ówn
wac

mod
suro
yskr
nne

rek 

prze
łe oz

a ko
W ar
łych
noz
ne 
ch d

deli 
owy
rety
ej x

Kar

ez p
zna

ontr
rtyk
h zm
z LG

sw
dec
reg

ych 
yzuj
x1 do

rwa

posz
czaj

rola
kule
mie
GD 

woim
cyzy
gres

dan
jące
oko

ańsk

zcze
ją tr

a pr
e za
enny

prz
m ś
yjny
syjn
nyc
ej d
onan

ki 

egól
rend

rogn
apre
ych
zy z
śred
ych
nych
ch, 
do m
no 

lne m
d  

noz
eze

h by
zmi
dnim
h, kt
h z
gdz
mod
me

mod

zow
ento
yły 
anie

m. 
tóre
asto
zie 
delo
tod

dele

wany
owa

po
e cz
Las

e wp
oso
x1 j
owa

dą p

e z d

ych
ane 
dob
zyn
sy 
pro
wan
jest
ania

perc

dany

h zm
zos

bne
nnik

los
owa
no 
t cią
a u
cent

ymi

mia
stał
. N

ka x
sow
adza
dw
ągłe

użyt
tylo

 

 

i 

an 
ły 

Na 
x1, 
we  
a-

wa 
e. 
to 
o-



w
[
 
a

 
R

 
Ź
 
 

 
R

 
Ź
 

wyc
[Ko

a) 

Rys

Źród

Rys

Źród

W
ch i
oron

s. 3. 

dło: O

s. 4. 

dło: O

W po
i bo
nack

Por
uła
b) x

Oblic

Wa
gra

Oblic

odo
oost
ki i

rów
amk
x1 p

czeni

arto
adie

czeni

obny
ting
 Ćw

wnan
kowe
podd

ia wł

ości 
entow

ia wł

y s
gu g
wik

nie w
ej w
dan

łasne

LG
weg

łasne

Sza

pos
grad
k, 20

war
wzgl
a dy

e. 

GD w
go w

e. 

acow

sób 
dien
008

rtośc
lęde
yskr

wyz
wraz

wan

na
ntow
]. 

ci L
em z
rety

nac
z z p

nie p

a ry
weg

LGD
zmi

yzacj

czon
prze

para

ys. 4
go. 

D wy
ienn
cji m

ne p
edzi

ame

4 z
Prz

yzna
nej x
meto

rzy 
iałam

etró

apr
zedz

aczo
x1; a
odą 

pom
mi u

w ry

reze
ział

b)

ony
a) x
perc

moc
ufno

yzyk

ento
ły u

ych p
1 tra
cen

cy la
ości

ka k

owa
ufno

prze
akto

ntylo

asów
i  

kred

ane 
ości

ez m
owa
ową

w lo

dyto

zo
i uz

mod
ana j
ą na 

osow

weg

stał
zysk

dele 
jako
10 

wyc

go...

ły m
kano

reg
o zm
prz

ch i 

. 

mod
o m

gresj
mien
edz

boo

dele
meto

ji be
nna 
ziałó

ostin

e la
odą

eta i
ciąg

ów 

 
ngu

asów
bo

i reg
gła,

  

w l
ootsr

gres
  

11

loso
rap

sji 

5 

o-
pu 



1

w
n
p
u
 
a

 
R

 
Ź
 

w
w
 
T
 

 
Ź
 

116

wan
nej 
prze
ułam

a) 

Rys

Źród

w ta
wod

Tab

R

B

Źród

6 

N
nych
x1,

ez b
mko

s. 5. 

dło: O

M
abe
du, 

bela

R

Regr

L

Boost

dło: O

Na ry
h m
 jak
boo
owa

Por
uła
a) x

Oblic

Miar
eli 3
że 

a 3. W

Mo

Regre

resja 

Las lo

ting g

Oblic

ys. 
mod
k i 
ostin
a. O

rów
amk
x1 tr

czeni

ry k
3. W
zm

Wsp

odel 

sja b
 

ułam
 

osow
 

gradi
 

czeni

5 p
eli w
x1 

ng 
Otrz

wnan
kowe
rakt

ia wł

kore
Wsp

mien

półc

beta 

mkow

wy 

entow

ia wł

pok
w z
po
gra

zym

nie w
ej, l
tow

łasne

elac
półc
nnoś

czyn

wa 

wy 

łasne

U

aza
zale
dda

adie
mane

war
lasó

wana

e. 

cji p
czyn
ść L

nnik

R

e. 

Urs

ano 
eżno
anej
ento
e w

rtośc
ów l
a jak

pom
nni

LGD

ki k

Regr

1.

0.

0.

0.

zula

prz
ości
j dy
owy

wyni

ci L
oso

ko z

międ
ki p
D w

kore

resja

.0000

.7875

.0644

.1737

a G

zebi
i od
ysk
y. Z
iki 

LGD
wyc

zmie

dzy
przy

w ty

lacj

Wsp

a beta

00 

50 

49 

71 

Grzy

iegi
d zm
krety
Z dr
wsk

D wy
ch i
enna

y otr
y m

ym m

ji Pe

półcz

a 

ybow

i zm
mien
yza
rugi
kaz

yzna
i boo
a cią

rzy
mod
mie

ears

zynn

Reg

wsk

mian
nnej
acji,
iej 

zują

aczo
osti
ągła

yma
delu
ejsc

sona

niki k

gresj

0

1

0

0

ka, M

n pr
j x1

 na
stro
ą na

b)

ony
ingu
a, b)

anym
u las
u m

a 

korel

ja uła

.7875

.0000

.0744

.131

Mar

rog
1. Za
ajniż
ony

a du

ych p
u gra
) x1

mi p
sów

ma n

lacji 

amk

50 

00 

43 

87 

rek 

gnoz
arów
ższ

y na
użą z

prze
adie
pod

pro
w lo
najb

Pear

kowa

Kar

z LG
wno

ze w
ajw
zgo

ez m
ento
ddan

ogno
osow
bard

rsona

a L

rwa

GD
o w

wart
yżs

odn

mod
owe
na d

oza
wyc
dzie

a 

Las 

0.0

0.0

1.0

0. 1

ańsk

D dl
w pr
tośc
sze 
ość

dele 
go w
dysk

ami 
ch s
ej p

losow

06449

07443
 

00000

1842

ki 

a w
rzyp
ci w
wa
ć roz

reg
wzg
kret

prz
są m

płas

wy 

9 

3 

0 

9 

wszy
padk
wyz
arto
zwa

gresj
ględ
tyza

zeds
mni
ką 

B

ystk
ku c
znac
ści 
aża

ji be
dem 
acji.

staw
iejs
stru

oosti

kich
ciąg
czo
dał
nyc

eta, 
zm
 

wio
sze 
uktu

ing g

0.1

0.1

0. 1

1.0

h pr
głej
one 
ła r
ch m

reg
mien

one 
z te
urę.

gradi

7371

3187

18429

00000

reze
 zm
zos

regr
mod

gresj
nej 

zos
ego
. 

iento

1 

7 

9 

0 

ento
mien
stał
resj
deli

ji 
x1; 

stał
o po

owy 

o-
n-
ły 
ja 
i. 

ły 
o-



Szacowanie parametrów ryzyka kredytowego... 117 

W tabeli 4 zebrane zostały miary zgodności Kappa dla wszystkich modeli. 
Współczynniki Kappa używane są do kwantyfikacji stopnia zgodności wyników 
modeli. W praktyce wykorzystuje się progi 0.2 i 0.4 jako wartości odpowiadające 
„umiarkowanej” oraz „istotnej” zależności. Wartości współczynników w tabeli 4 
wskazują, że modele regresyjne są „przeciętnie” powiązane, natomiast rodziny 
klasyfikatorów „istotnie”.  
 
Tabela 4. Współczynniki zgodności Kappa 
 

Współczynniki zgodności Kappa 

Model Regresja ułamkowa Las losowy Boosting gradientowy 

Regresja beta 
 

0.2430 -0.0010 0.0265 

Regresja ułamkowa 
 

1 0.06360 0.0527 

Las losowy 
 

0.06360 1 0.4356 

 
Źródło: Obliczenia własne. 
 

Inne porównanie i ocenę modeli można przeprowadzić przy pomocy krzywej 
Regression Error Characteristic (REC) [Bi i Bennett, 2003]. Krzywa REC jest 
dystrybuantą reszt modelu i stanowi odpowiednik krzywej ROC wykorzystywa-
ny w problemach klasyfikacyjnych do zadań regresyjnych z ciągłą zmienną celu.  

REC przedstawia graficznie relację pomiędzy wartością błędu, czyli resztą 
(na osi x) i precyzją klasyfikatora (na osi y). Precyzja zdefiniowana jest jako 
procent obserwacji, które znajdują się w granicach błędu. Jeśli jako granicę 
przyjmiemy zero, wówczas tylko punkty, które są klasyfikowane bezbłędnie, 
będą uważane za prawidłowe. Jeśli wybierzemy granicę, która przekracza mak-
symalny błąd obserwowany dla modelu, to wszystkie obserwacje zostaną uznane 
za prawidłowe. Reguły, dla których krzywa REC majoryzuje inne krzywe moż-
na uznać za bardziej precyzyjne. 
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Podsumowanie 
 

Uzyskane wyniki wskazują na znaczne podobieństwo rezultatów uzyskiwa-
nych przy pomocy tradycyjnych metod regresyjnych oraz metod uczenia maszy-
nowego. Dzięki zastosowaniu lasów losowych oraz boostingu gradientowego 
możliwe jest zwiększenie precyzji szacowania LGD, co ma bardzo istotne zna-
czenie z punktu widzenia szacowania rezerw kapitałowych w bankach. Do po-
równywania modeli wykorzystane zostały metody graficzne: wykresy typu PP Plot 
oraz zasługująca na szczególną uwagę krzywa REC, będąca odpowiednikiem 
krzywej ROC stosowanej dla modeli klasyfikacyjnych. Wyznaczono także miary, 
takie jak współczynnik korelacji Pearsona oraz współczynnik zgodności Kappa. 
Otrzymane w pracy wyniki wskazują, że modele lasów losowych oraz boostingu 
gradientowego lepiej opisują dane niż tradycyjne modele regresji ułamkowej czy 
regresji beta. Modele data miningowe mogą być także z powodzeniem wykorzy-
stywane do celów prognostycznych. 
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FAMILIES OF CLASSIFIERS APPLICATION  
IN CREDIT RISK PARAMETERS ESTIMATION 

 
Summary: According to the Capital Requirements Directive banks applying the internal 
rating based approach are obliged to estimate risk based on a set of risk parameters. One 
of the risk parameters is Loss Given Default (LGD). LGD is treated as a random variable 
with a bimodal distribution. One can apply advanced statistical models in LGD estima-
tion. An alternative approach is to use data mining methods. The most promising seem to 
be families of classifiers, that allow for averaging results of many weak classifiers and 
for obtaining more precise results.  

Families of classifiers are built based on information criterion. The problem en-
countered is interpretation of obtained results in terms of business applications. The aim 
of the paper is to compare both approaches. We present results of LGD estimation with 
help of two regression models: fractional and beta regression and two ensemble meth-
ods: gradient boosting and random forests. Calculations were done on real life data.  
 
Keywords: credit risk, LGD, ensemble methods, regression. 
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RYZYKO RYNKOWE OTWARTYCH FUNDUSZY 
EMERYTALNYCH MIERZONE KORELACJĄ  

Z INDEKSEM UWZGLĘDNIAJĄCYM WIG I TBSP1 
 
Streszczenie: Praca poświęcona jest efektywności inwestycyjnej funduszy emerytal-
nych. Badania dotyczą lat 2007-2014, czyli okresu sprzed ostatnich zmian ustawowych, 
które ograniczyły możliwość inwestycji w skarbowe papiery dłużne. Zastosowana meto-
dologia opiera się na klasycznym podejściu wykorzystującym miarę ryzyka rynkowego, 
jakim jest współczynnik beta w modelu jednowskaźnikowym. Przyjętym czynnikiem 
rynkowym jest kombinacja liniowa indeksów WIG oraz TBSP, która odzwierciedla po-
przednie ograniczenia portfela inwestycyjnego funduszy emerytalnych. Współczynniki 
beta obliczono dla okresów dwu-, trzy- i czteroletnich, następnie utworzono rankingi 
funduszy i zbadano stabilność pozycji, jakie zajmowały fundusze w każdym z tych pod-
okresów. Przedmiotem badań była również stabilność współczynników beta w kolejnych 
podokresach, co wiąże się ze zdolnością zarządzających portfelami inwestycyjnymi do-
stosowywania się do zmiennej koniunktury rynkowej. 
 
Słowa kluczowe: otwarty fundusz emerytalny, współczynnik beta, persystencja. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Problematyka oceny efektywności inwestycyjnej funduszy emerytalnych 
była i nadal jest przedmiotem zainteresowania wielu autorów. Wykorzystuje się 
różne miary, począwszy od „klasycznych” wskaźników Sharpe’a, Treynora, Jen-

                                                 
1  Projekt został sfinansowany ze środków Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podsta-
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sena, poprzez wskaźniki strat i zysków w rodzaju Calmara, UPR lub Omega, 
kończąc na wskaźnikach uwzględniających benchmark, np. Information Ratio  
i Sharpe’a-Izraelsena. Niniejsza praca poświęcona jest analizie współczynników 
beta obliczanych dla modelu jednowskaźnikowego z czynnikiem rynkowym bę-
dącym kombinacją liniową giełdowego indeksu akcji (WIG) oraz obligacji 
(TBSP).  

Od początku 2014 r. otwarte fundusze emerytalne funkcjonują w nowym 
otoczeniu prawnym, w szczególności obowiązuje zakaz inwestowania w skar-
bowe papiery dłużne. Pomijając przyczyny dokonanych zmian ustawowych, 
ciągle aktualne jest pytanie o efektywność inwestycyjną funduszy emerytalnych. 
Krótki okres, jaki upłynął od dokonanych zmian, nie pozwala odpowiedzieć na 
to pytanie przy obowiązujących nowych ograniczeniach nakładanych na portfele 
funduszy. Dlatego w prezentowanej pracy podjęto próbę zbadania efektywności 
w od 2007 r. do początku 2014 r. Wybór tych lat podyktowany jest z jednej stro-
ny okresem, w którym Giełda Papierów Wartościowych w Warszawie oblicza 
indeks rynku obligacji TBSP, a z drugiej strony końcem obowiązywania „starej” 
ustawy. Ponadto w tym przedziale czasowym mieliśmy do czynienia z kryzysem 
finansowym, dzięki temu uzyskane wyniki pozwalają uwzględnić w badaniach 
zmienną koniunkturę rynkową. Jest to zagadnienie bardzo ważne z punktu wi-
dzenia przyszłych emerytów, bowiem kilkudziesięcioletni czas oszczędzania bez 
wątpienia będzie zawierał okresy hossy i bessy. Zatem warto zbadać, jak radziły 
sobie fundusze emerytalne w zmiennej koniunkturze rynkowej w przeszłości, 
aby wiedzieć, czego ewentualnie można spodziewać się w przyszłości. 

Początkowa część pracy zawiera estymację współczynników beta w róż-
nych podokresach, na które podzielono lata 2007-2014 wraz ze sprawdzeniem 
ich stabilności przy zmianie podokresu. Następnie utworzono rankingi oparte na 
obliczonych współczynnikach w podokresach oraz zbadano stabilność pozycji 
rankingowych (persystencję), korzystając ze współczynnika korelacji rangowej 
Spearmana [Perez, 2012]. W podsumowaniu odniesiono się do wyników badania 
efektywności inwestycyjnej funduszy emerytalnych oraz persystencji opartych 
na innych miarach. 
 
 
1. Założenia metodologiczne 
 

W badaniach brano pod uwagę otwarte fundusze emerytalne funkcjonujące 
na polskim rynku w latach 2007-2014. Ze względu na przejęcia, które miały 
miejsce w tym czasie, zachowano nazwy funduszy przejmujących. W konse-
kwencji badania dotyczyły następujących podmiotów: AEGON, Allianz, Amplico, 
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Subskrypt A odnosi się do funduszu emerytalnego. Estymatory parametrów 
strukturalnych ߙ஺ i ߚ஺ wyznaczono klasyczną metodą najmniejszych kwadratów 
na podstawie miesięcznych procentowych zmian jednostek uczestnictwa i indeksu 
rynkowego. Następnie dokonano weryfikacji modelu, korzystając z testów: t-Studenta 
(istotność estymatorów parametrów), zgodności ߯ଶ (normalność reszt), White’a 
(homoskedastyczność), Durbina-Watsona (autokorelacja). Analogicznymi mo-
delami posłużono się w podokresach 2-, 3- i 4-letnich, na które podzielono cały 
okres badań. W szczególności okresy 2-letnie obejmują lata: 2007-2008, 2009-2010, 
2011-2012 oraz 2013-2014, 3-letnie to lata: 2007-2009, 2010-2012. W drugim 
przypadku badania kończą się na 2012 r., zatem nie uwzględniają lat 2013 i 2014. 
Okresy 4-letnie obejmują lata: 2007-2010 i 2011-2014. Należy zaznaczyć, że 
końcową datą jest 31 stycznia 2014 r., więc ilość danych w okresach zawierają-
cych rok 2014 jest nieco mniejsza niż w innym czasie.  

Stabilność wyznaczonych współczynników beta zbadano, korzystając z te-
stu Chowa, w którym hipotezy były następujące: 
H0 : ߚଵ =  ,ଶ – równość współczynników beta w dwóch podokresachߚ
H1 : ߚଵ ≠  .ଶ – współczynniki beta w obu podokresach różnią sięߚ

Niech symbol ܴܵܭ oznacza sumę kwadratów reszt modelu, którego para-
metry szacowane są w pewnym momencie. Natomiast ܴܵܭଵ i ܴܵܭଶ są odpo-
wiednimi sumami w dwóch sąsiednich podokresach, na które został podzielony 
rozważany czas badań. Wówczas statystyka testu Chowa, w przypadku modelu  
z jedną zmienną objaśniającą, zadana jest wzorem [Gruszczyński, Podgórska, 
2000, s. 103-104]: 

ܨ  = ଷ݊ܭସ2ܴܵܭܴܵ − 4   

gdzie: ܴܵܭଷ = ଵܭܴܵ + ସܭܴܵ ,ଶܭܴܵ = ܭܴܵ − -ଷ, natomiast n jest sumą obܭܴܵ
serwacji w podokresach. Parametry ݎଵ = 2 i ݎଶ = ݊ − 4 oraz poziom istotności α 
wyznaczają wartość krytyczną ܨ௥భ,௥మ,ఈ odczytywaną z tablic rozkładu Fishera-
Snedecora, nierówność ܨ >  .௥భ,௥మ,ఈ wyznacza obszar odrzucania hipotezy zerowejܨ

W każdym z podokresów wyznaczono rankingi oparte na ryzyku rynko-
wym i obliczono współczynniki korelacji rangowej Spearmana pomiędzy ran-
kingami (oddzielnie dla podokresów o tej samej długości), korzystając ze wzoru 
[Luszniewicz, Słaby, 2003, s. 291]: 

ௌݎ  = 1 − 6 ∑ ݀௜௡௜ୀଵ݊ሺ݊ଶ − 1ሻ  

(3)

(4)
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gdzie di są różnicami między rangami nadanymi obu cechom dla i-tej oraz ݅ + 1 
jednostki obserwacji, natomiast n jest liczebnością próby. Następnie weryfiko-
wano hipotezę zerową: 
H0 : ݎௌ = 0 – współczynnik korelacji rangowej jest nieistotny statystycznie, 
wobec hipotezy alternatywnej: 
H1 : ݎௌ ≠ 0 – współczynnik korelacji rangowej jest istotny statystycznie. 

Statystyka testowa wyrażona wzorem: 
ݐ  = ௌට1ݎ − ௌଶݎ √݊ − 2 

 

posiada rozkład t-Studenta z ߥ = ݊ − 2 stopniami swobody. We wszystkich te-
stach przyjęto poziom istotności równy 0,05. 
 
 
2. Ryzyko rynkowe otwartych funduszy emerytalnych 
 

Jak już wspomniano, współczynniki strukturalne modeli jednowskaźnikowych 
otwartych funduszy emerytalnych estymowano klasyczną metodą najmniejszych 
kwadratów. W większości przypadków weryfikacja wskazuje na brak homoske-
dastyczności składników losowych, co jest dosyć charakterystyczne dla modeli 
finansowych. W konsekwencji estymatory współczynników strukturalnych nie 
są efektywne, jest to więc niewątpliwa słabość zastosowanej metody estymacji. 
Jednak pozostałe elementy weryfikacji są zadowalające, dlatego nie podjęto 
próby zmiany metody estymacji tak, aby poradzić sobie z heteroskedastyczno-
ścią. Sporadycznie pojawia się autokorelacja i praktycznie zawsze reszty modeli 
podlegają rozkładowi normalnemu. Natomiast o jakości dopasowania modeli 
świadczy fakt, że współczynniki determinacji mają duże wartości, bliskie 90% 
lub większe, tym samym wskazują na trafny dobór czynnika rynkowego.  

Przedmiotem badań zaprezentowanych w niniejszej pracy są współczynniki 
beta, z jednej strony traktowane jako miary ryzyka rynkowego, a z drugiej jako 
wyznacznik pasywnej polityki inwestycyjnej zarządzających. Można już w tym 
momencie wspomnieć, że współczynniki beta różnych funduszy emerytalnych 
są do siebie zbliżone. W konsekwencji poziom korelacji z rynkiem posiadanych 
portfeli inwestycyjnych budowanych przez zarządzających inwestycjami fundu-
szy jest praktycznie taki sam. Można zatem przypuszczać, że zarządzający sto-
sują pasywny sposób zarządzania, podążając za rynkiem w podobny sposób. 

(5)
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Tabele 1, 2 i 3 przedstawiają wyniki estymacji współczynników beta dla 
okresów 2-, 3- i 4-letnich, na które podzielono lata 2007-2014. Wyniki podano 
dla funduszy emerytalnych uporządkowanych alfabetycznie. 
 
Tabela 1. Estymacja współczynników beta OFE w podokresach 2-letnich 
 

Fundusz 2007-2008 2009-2010 2011-2012 2013-2014 
AEGON 0,77 0,58 0,83 0,93 
Alianz 0,74 0,59 0,86 0,91 
Amplico 0,77 0,64 0,79 0,95 
Aviva 0,82 0,64 0,81 0,95 
AXA 0,76 0,61 0,71 0,95 
Bankowy 0,74 0,61 0,8 1,00 
Generali 0,72 0,65 0,78 0,92 
ING 0,84 0,68 0,84 1,02 
Nordea 0,77 0,59 0,79 1,59 
Pekao 0,82 0,62 0,85 1,00 
Pocztylion 0,75 0,61 0,82 0,95 
Polsat 0,82 0,68 0,8 0,89 
PZU 0,81 0,70 0,83 1,00 
Warta 0,78 0,63 0,78 0,99 

 
Zaprezentowane wyniki wskazują wyraźnie na podążanie funduszy za ryn-

kiem, średnie wartości współczynników beta w kolejnych okresach dwuletnich 
wynoszą odpowiednio: 0,78, 0,63, 0,81, 1,00. W konsekwencji mamy do czynienia 
ze stosunkowo wysoką średnią w pierwszym okresie, gdy rynek nie odczuwał 
jeszcze kryzysu. W kolejnym podokresie następuje znaczny spadek średniego 
współczynnika, natomiast w następnych średnia rośnie. Jest to odzwierciedlenie 
przebiegu indeksu zaprezentowanego na rys. 1. Współczynniki zmienności obli-
czone dla kolejnych podokresów wahają się w granicach 5% z wyjątkiem ostat-
niego podokresu, gdy współczynnik przekracza 16%, ale spowodowane jest to 
dużą wartością współczynnika beta funduszu Nordea, wyraźnie odstającą od 
wartości dla pozostałych funduszy. Można zatem stwierdzić, że poziom ryzyka 
rynkowego funduszy emerytalnych zmienia się nieznacznie w zależności od 
funduszu i jego zmiany odzwierciedlają zmiany koniunktury rynkowej mierzo-
nej indeksem I. 
 
Tabela 2. Estymacja współczynników beta OFE w podokresach 3-letnich 
 

Fundusz 2007-2009 2010-2012 
1 2 3 

AEGON 0,66 0,83 
Alianz 0,64 0,86 
Amplico 0,70 0,78 
Aviva 0,72 0,83 
AXA 0,67 0,74 
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cd. tabeli 2 
1 2 3 

Bankowy 0,68 0,80 
Generali 0,67 0,78 
ING 0,74 0,86 
Nordea 0,67 0,81 
Pekao 0,70 0,86 
Pocztylion 0,66 0,83 
Polsat 0,77 0,79 
PZU 0,73 0,85 
Warta 0,70 0,79 

 
Tabela 3. Estymacja współczynników beta OFE w podokresach 4-letnich 
 

Fundusz 2007-2010 2011-2014 
AEGON 0,68 0,83 
Alianz 0,66 0,84 
Amplico 0,71 0,83 
Aviva 0,73 0,85 
AXA 0,68 0,75 
Bankowy 0,69 0,83 
Generali 0,68 0,81 
ING 0,76 0,89 
Nordea 0,69 0,81 
Pekao 0,72 0,89 
Pocztylion 0,68 0,85 
Polsat 0,77 0,80 
PZU 0,75 0,88 
Warta 0,71 0,84 

 
 Tabele 2 i 3 potwierdzają wcześniej sformułowane wnioski dla okresów 

dwuletnich. Dodatkowo znika „efekt” dużego współczynnika beta funduszu 
Nordea w latach 2013-2014. Wprawdzie w tabeli 2 lata te nie zostały uwzględnione, 
ale w tabeli 3 już tak i wartość współczynnika beta dla tego funduszu nie wyróżnia 
się w żaden sposób, zatem można przypuszczać, że jego duża wartość w latach 
2013-2014 była incydentalna. W rezultacie, w okresach 3-letnich, licząc od naj-
starszego podokresu, średnie wartości współczynników beta są odpowiednio 
równe: 0,69 i 0,81, natomiast współczynniki zmienności odpowiednio: 5,2% i 4,4%. 
Analogiczne wartości w podokresach 4-letnich wynoszą: średnie są równe 0,71  
i 0,84, a współczynniki zmienności są odpowiednio równe 4,7% i 4,4%. 

 Można w tym miejscu zastanawiać się, dlaczego fundusze osiągają bardzo 
podobne wartości współczynników beta. Wydaje się, że wytłumaczeniem tego 
faktu może być to, że ocena efektywności, wynikająca z ustawy, opiera się na 
stopie zwrotu liczonej w oparciu o wyniki osiągane przez fundusze, a nie na 
benchmarku rynkowym, niezależnym od osiąganych przez nie wyników inwe-
stycyjnych. Zatem, zarządzający nie są skłonni osiągać wyników znacznie lep-
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szych niż konkurencja, bowiem zawyżyliby benchmark, co nie musiałoby prze-
łożyć się na znaczny wzrost aktywów, a w przyszłości mogłoby im samym przy-
sporzyć „kłopotów”. Podstawą zysku funduszy są opłaty: prowizja od wpłacanej 
składki i opłata za zarządzanie. Ta druga pobierana jest od całości aktywów, 
wprawdzie w niewielkim stopniu zmienia się w zależności od wyników inwe-
stycyjnych, ale prawdopodobnie „gra nie jest warta świeczki” i fundusz zadowa-
la się pobieranymi opłatami, nie starając się znacznie poprawiać swoich wyni-
ków inwestycyjnych. 

W celu odpowiedzi na pytanie, czy ryzyko systematyczne funduszy emery-
talnych istotnie różni się w poszczególnych podokresach, skorzystano z testu 
Chowa. Do zbadania stabilności współczynników pomiędzy podokresami 2-, 3-  
i 4-letnimi w teście Chowa przyjęto okres będący sumą dwóch sąsiednich pod-
okresów. Na przykład, podokresom 2007-2008 i 2009-2010, odpowiada okres 
2007-2010. Analogicznie postąpiono z podokresami 3- i 4-letnimi. 

Biorąc pod uwagę początkowe podokresy 2-letnie, stwierdzono, że w latach 
2007-2010 współczynniki beta zmieniały się. Jedynie w niektórych przypadkach 
nie różniły się ze statystycznego punktu widzenia (były stabilne). W szczególności 
dotyczy to funduszy Generali, Polsat, PZU w podokresach 2007-2008 i 2008-2009 
i jedynie funduszu Polsat w 2009-2010 i 2011-2012. Sytuacja ulega radykalnej 
zmianie w przypadku lat 2011-2012 i 2013-2014. Wówczas ryzyko systematyczne 
każdego z funduszy było jednakowe. Zatem biorąc pod uwagę okresy 2-letnie, 
znaczne zróżnicowanie współczynników beta pojawiało się w czasie „zawirowań” 
na rynku. Natomiast przy umiarkowanym trendzie wzrostowym ryzyko systema-
tyczne pozostawało stałe (lata 2011-2012 i 2013-2014).  

Sformułowany wyżej wniosek znajduje swoje potwierdzenie w przypadku 
podokresów 3- i 4-letnich. Stabilność współczynników beta zaobserwowano 
pomiędzy podokresami trzyletnimi tylko dla funduszy Amplico, AXA, Polsat i PZU 
oraz czteroletnimi dla funduszy AXA i Polsat. Można zatem ponownie zauważyć, 
iż w podokresach zmieniającej się koniunktury rynkowej tylko dla pojedynczych 
funduszy współczynniki beta były jednakowe ze statystycznego punktu widzenia. 
Zupełnie inaczej sytuacja przedstawiała się w podokresach o podobnej koniunk-
turze rynkowej tj. latach 2011-2014, kiedy to współczynniki beta dla wszystkich 
funduszy okazały się jednakowe ze statystycznego punktu widzenia. 
 
 
3. Stabilność pozycji rankingowych opartych na ryzyku rynkowym 
 

W pewnym stopniu postawioną tezę o braku funduszy wyróżniających się 
na tle rynku potwierdzają rankingi utworzone na podstawie współczynników beta. 
Warto wspomnieć, że począwszy od 2009 r. mamy do czynienia z trendem wzro-
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stowym, co widać na rys. 1. W rezultacie fundusze powinny dążyć do osiągania 
możliwie dużej korelacji z rynkiem, co oznaczałoby wykorzystywanie koniunk-
tury do zwiększenia stopy zwrotu. Najlepiej, aby w trendzie wzrostowym 
współczynniki beta były większe od jedności, ale jak pokazują wyniki, sytuacja 
taka praktycznie się nie zdarzyła. Tabele 4, 5 i 6 przedstawiają pozycje rankin-
gowe oparte na ryzyku rynkowym w podokresach 2-, 3- i 4-letnich. Komórki  
z pogrubionymi konturami wskazują pozycję pierwszą w rankingu, a wypełnio-
ne szarym kolorem – ostatnią. 
 
Tabela 4. Rankingi OFE w podokresach 2-letnich 
 

Fundusz 2007-2008 2009-2010 2011-2012 2013-2014 
AEGON 9 14 4 11 
Alianz 13 13 1 13 
Amplico 7 5 11 9 
Aviva 3 6 7 7 
AXA 10 11 14 10 
Bankowy 12 9 8 5 
Generali 14 4 13 12 
ING 1 3 3 2 
Nordea 8 12 10 1 
Pekao 4 8 2 3 
Pocztylion 11 10 6 8 
Polsat 2 2 9 14 
PZU 5 1 5 4 
Warta 6 7 12 6 

 
Tabela 5. Rankingi OFE w podokresach 3-letnich 
 

Fundusz 2007-2009 2010-2012 
AEGON 13 6 
Alianz 14 2 
Amplico 5 12 
Aviva 4 5 
AXA 10 14 
Bankowy 8 9 
Generali 9 13 
ING 2 1 
Nordea 11 8 
Pekao 6 3 
Pocztylion 12 7 
Polsat 1 11 
PZU 3 4 
Warta 7 10 
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Tabela 6. Rankingi OFE w podokresach 4-letnich 
 

Fundusz 2007-2010 2011-2014 
AEGON 13 10 
Alianz 14 6 
Amplico 7 8 
Aviva 4 4 
AXA 12 14 
Bankowy 8 9 
Generali 10 11 
ING 2 1 
Nordea 9 12 
Pekao 5 2 
Pocztylion 11 5 
Polsat 1 13 
PZU 3 3 
Warta 6 7 

 
Uważne przyjrzenie się podanym wynikom pozwala sformułować kilka 

ważnych wniosków. Po pierwsze, zarówno w krótszych, jak i w dłuższych pod-
okresach brak jest funduszy utrzymujących wysokie pozycje rankingowe w ko-
lejnych podokresach. Szczególnie wyraźnie widać to w tabeli 4, gdy rozkład naj-
lepszych i najgorszych pozycji w różnych podokresach wydaje się zupełnie 
przypadkowy. Po drugie, nierzadko wysoka pozycja w jednym podokresie sąsia-
duje z niską w kolejnym. Przykładami są fundusze Alianz, Generali i Polsat 
(podokresy 2-letnie), ponownie Alianz i Polsat (podokresy 3-letnie) oraz Alianz 
i Pocztylion (podokresy 4-letnie). W podanych przykładach powtarza się fun-
dusz Alianz. Nie powinno to dziwić, kiedy się spojrzy na tabelę 4. Widać w niej, 
że poza latami 2011-2012, gdy zajął on pierwszą pozycję, w pozostałych okre-
sach dwuletnich konsekwentnie utrzymywał się na pozycji przedostatniej. Na 
wyróżnienie zasługuje fundusz ING, który w różnych podokresach zajmował 
wysokie pozycje: pierwszą, drugą lub trzecią.  

Zaprezentowane wyżej wnioski, wynikające z jakościowego przeglądu wy-
ników zweryfikowano, obliczając współczynniki korelacji rangowej Spearmana 
pomiędzy rankingami [Menardi, Lisi, 2012], [Phelps, Detzel, 1997]. Uzyskane 
wyniki przedstawiają tabele 7 i 8. 
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Tabela 7. Współczynniki Spearmana pomiędzy rankingami w podokresach 2-letnich 
 

Podokresy 2007-2008 
2009-2010 

2009-2010 
2011-2012 

2011-2012 
2013-2014 

Współczynnik ݎௌ  0,5560* -0,1385 0,1824 
 
* Współczynnik istotny statystycznie 
 
Tabela 8. Współczynniki Spearmana pomiędzy rankingami w podokresach 3- i 4-letnich 
 

 Podokresy 3-letnie Podokresy 4-letnie 

Podokresy 2007-2009 
2010-2012 

2007-2010 
2011-2012 

Współczynnik ݎௌ  0,0549 0,3846 

 
 Jedyny istotny statystycznie współczynnik korelacji rangowej pojawił się  

w okresie zmiany koniunktury z kryzysowej na postkryzysową, gdy brano pod 
uwagę okresy 2-letnie. Pozostałe wartości są ze statystycznego punktu widzenia 
równe zeru, zatem nie ma korelacji pomiędzy pozycjami rankingowymi w są-
siednich podokresach. Należy wyraźnie zaznaczyć, że tak sformułowany wniosek 
dotyczy rynku funduszy, a nie poszczególnych podmiotów. Nie jest on sprzeczny 
z poczynioną wyżej obserwacją dotyczącą wysokich pozycji funduszu ING i ni-
skich funduszu Alianz. Można wprawdzie znaleźć podmioty radzące sobie lepiej 
lub gorzej niż inne, ale nie jest to własność dominująca na rynku. Większość 
funduszy charakteryzuje się dużą zmiennością pozycji rankingowych i jest to 
cecha prowadząca do nieistotnych statystycznie współczynników korelacji ran-
gowej Spearmana dla sąsiednich podokresów, bez względu na ich długość. 

 Można zaryzykować twierdzenie, że z punktu widzenia ryzyka systema-
tycznego, fundusze emerytalne tak budują portfele inwestycyjne, że wartości 
współczynników beta są do siebie zbliżone. Zatem portfele w podobny sposób 
odzwierciedlają zachowanie się czynnika rynkowego, co oznacza, że pasywna 
polityka inwestycyjna nie pozwala znaleźć liderów rynku. Co więcej, przypad-
kowość pozycji rankingowych w kolejnych podokresach świadczy o tym, że jest 
to cecha charakteryzująca cały rynek funduszy emerytalnych. 
 
 
Podsumowanie 
 

Zaprezentowane badania dotyczyły ryzyka systematycznego często niebra-
nego pod uwagę w rankingach funduszy pojawiających się w prasie finansowej. 
Również ustawodawca, definiując wymaganą stopę zwrotu mającą oceniać wy-
niki inwestycyjne funduszy, nie uwzględniał ryzyka. Z punktu widzenia efek-
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tywności inwestycyjnej można uznać to za duży błąd, bowiem ryzyko jest im-
manentną cechą rynku kapitałowego. Dlatego oszczędzający w funduszach eme-
rytalnych powinni zdawać sobie sprawę z tego, jak podmioty, którym powierza-
ją swoje oszczędności, radzą sobie z ryzykiem. Prezentowana praca poświęcona 
jest analizie podstawowej formy ryzyka, jakim jest ryzyko systematyczne. Po-
siada ono czytelną interpretację, która może być zaprezentowana szerokiemu 
gronu osób niebędących profesjonalistami, ale zainteresowanych oszczędzaniem 
w II filarze emerytalnym. 

W pracy dokonano oceny funduszy emerytalnych z punktu widzenia ryzyka 
rynkowego, starając się, aby ocena była w miarę wszechstronna. W konsekwen-
cji w treści pracy sformułowano wnioski, które nie napawają optymizmem. Pod-
stawowym jest zauważenie, że w zdecydowanej większości przypadków fundu-
sze emerytalne prowadzą bardzo podobną politykę inwestycyjną. Ilościowe 
charakterystyki pasywnego podejścia do inwestowania przez zarządzających 
portfelami funduszy nie pozwalają wyróżnić żadnego z nich. Wcześniejsze ba-
dania autorów z wykorzystaniem miar efektywności inwestycyjnej potwierdzają 
sformułowane w pracy wnioski. W szczególności, wskaźniki zysków i strat, takie 
jak Omega, UPR, Sortino i Calmara dowodzą, że pozycje rankingowe funduszy 
charakteryzują się przypadkowością i nie pozwalają wyróżnić żadnego z nich  
w okresach dłuższych niż dwa lata [Karpio, Żebrowska-Suchodolska, 2015]. 
Badania dotyczyły całego okresu funkcjonowania rynku funduszy, czyli lat 
2000-2013. 

Mając na uwadze możliwości oszczędzania przez przyszłych emerytów  
w III filarze, dokonano porównania rynków funduszy emerytalnych i otwartych 
funduszy stabilnego wzrostu [Karpio, Żebrowska-Suchodolska, 2015]. Wybrana 
grupa funduszy, z punktu widzenia polityki inwestycyjnej, przypomina fundusze 
emerytalne. Korzystając ze wskaźników efektywności inwestycyjnej, wymie-
nionych w wyżej cytowanej pracy oraz dodatkowo ze wskaźnika Sharpe’a- 
-Izraelsena, stwierdzono duże podobieństwo pomiędzy rynkami obu grup funduszy. 
Badania dotyczyły lat 2005-2013, wartości wskaźników obliczone dla funduszy 
emerytalnych i funduszy stabilnego wzrostu były do siebie podobne. Ponadto 
zajmowane pozycje rankingowe charakteryzowały się dużą zmiennością, nie po-
zwalając na wyróżnienie liderów utrzymujących wysokie pozycje w dłuższych 
okresach. W rezultacie można stwierdzić, że otwarte fundusze stabilnego wzro-
stu mogą stanowić alternatywę przypominającą fundusze emerytalne dla chcą-
cych oszczędzać w III filarze i którzy dokonali wyboru Zakładu Ubezpieczeń 
Społecznych, rezygnując z funduszy emerytalnych. 
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MARKET RISK OF THE OPEN-END PENSION FUNDS MEASURED  
BY CORRELATION WITH THE INDEX TAKING INTO CONSIDERATION 

WIG AND TBSP 
 
Summary: The paper is devoted to the investment effectiveness of pension funds. The 
research concerns the years 2007-2014, namely the period before the last legislative 
changes, which limited the possibility of investing in treasury debt securities. The meth-
odology which was used is based on a classical approach using market risk measure, 
which is the beta factor in a single-index model. The accepted market coefficient is a lin-
ear combination of WIG and TBSP indexes, which reflects the previous limits of the in-
vestment portfolio of pension funds. Beta factors were calculated for the two-, three-, as 
well as four-year periods, then the ratings of funds were created and the stability of the 
positions of the given funds was examined in each of the subperiods. The subject of the 
research was also the stability of beta factors in the following subperiods, what is con-
nected with the ability of the portfolio managers to adjust their investments to the 
changeable market situation.  
 
Keywords: open-end pension fund, beta coefficient, persistence. 
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RYZYKO POŻARU W BUDYNKACH  
MIESZKALNYCH W POLSCE  

W LATACH 2000-2010 
 
Streszczenie: W artykule przedstawiono skutki osobowe pożarów mieszkań w Polsce  
w latach 2000-2010. Każdego roku traci w nich życie ok. 500 osób. Większość to ofiary 
pożarów mieszkań, z czego 60-70% tych przypadków to ofiary zetknięcia z dymami  
i toksycznymi produktami spalania. W artykule zaprezentowano przyczyny tak dużych 
strat osobowych oraz zaproponowano rozwiązanie, które znacząco przyczyni się do po-
prawy bezpieczeństwa mieszkańców. 
 
Słowa kluczowe: zagrożenie pożarowe, ryzyko pożarowe, bezpieczeństwo pożarowe. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Ogień towarzyszy człowiekowi od zarania dziejów. Daje ciepło, poczucie 
bezpieczeństwa, ale w chwili braku nad nim kontroli – niesie śmierć i zniszcze-
nie. W przypadku gdy proces spalania materiałów palnych nie jest kontrolowany, 
mamy do czynienia z pożarem. Pożar powstaje w miejscu i czasie najbardziej 
niekorzystnym dla osoby czy podmiotu, którego dotyczy. Dlatego też, zabezpie-
czenia i rozwiązania zakresie ochrony przeciwpożarowej rosną wraz z wysoko-
ścią budynku. W wysokim budynku mogą wystąpić efekty kominowe, czyli pożar 
rozwinie się szybciej, w konsekwencji czego nastąpi znaczny wzrost temperatu-
ry. Drogi ewakuacyjne (jedyna droga ucieczki) mogą ulec zadymieniu, ucieczka 
osób przebywających w obiekcie nie będzie możliwa. Występuje utrudnione do-
tarcie ekip ratowniczych do źródła pożaru, co w konsekwencji prowadzi do wy-
dłużenia czasu, jaki upłynie do ugaszenia pożaru.  
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W Polsce co roku w pożarach mieszkań giną dziesiątki osób, ok. 60-70% 
przypadków to ofiary zetknięcia z dymami i toksycznymi produktami spalania. 
Bezpośrednią przyczyną śmierci są najczęściej silnie trujące produkty spalania  
i rozkładu termicznego: tlenek węgla, chlorowodór, cyjanowodór. 

Pożary w mieszkaniach powstają pomimo zmian przepisów w zakresie 
ochrony przeciwpożarowej, rozwoju technologicznego budownictwa mieszka-
niowego, poprawy bezpieczeństwa użytkowania urządzeń technicznych.  

Osoby poszkodowane w pożarach można podzielić na dwie grupy: ofiary 
śmiertelne i osoby ranne. Artykuł podejmie próbę ukazania skali występowania po-
szkodowanych w pożarach mieszkaniowych w Polsce i wybranych krajach świata.  

Liczba poszkodowanych w stosunku do liczby mieszkańców to ważny wskaź-
nik bezpieczeństwa pożarowego. Wskaźnik ten oraz inne będą omówione szerzej 
w dalszej części artykułu. 

W artykule przedstawiono skalę poszkodowanych w pożarach mieszkań1  
w skali Polski na postawie danych zawartych w bazie danych Komendy Głównej 
PSP. Artykuł został napisany w oparciu o załączoną literaturę. 

W dalszej części artykułu przedstawiona zostanie analiza statystyczna skut-
ków pożarów w budynkach mieszkalnych, jakie powstały w Polsce w latach 
2000-2010. W celu zmniejszenia niekorzystnych wpływów zdarzeń losowych 
(np. wybuch, pożar, zalanie itp.) właściciele nieruchomości i zakłady ubezpie-
czeniowe powinny wykorzystywać techniki i działania umożliwiające zmniej-
szenie strat.  
 
 
1. Pojęcia podstawowe 
 

Pożar jest definiowany w zależności od dziedziny życia, które wykorzystuje 
to pojęcie do swoich celów. Wśród strażaków i osób zajmujących się bezpie-
czeństwem pożarowym pożar definiuje się jako niekontrolowany proces spale-
nia, występującym w miejscu do tego nieprzeznaczonym, rozprzestrzeniającym 
się w sposób niekontrolowany, powodującym zagrożenie dla zdrowia i życia lu-
dzi oraz straty materialne. 

Kodeks karny w art. 163 § 1 określa, że sprowadzenie zdarzenia niebez-
piecznego2, mającego postać pożaru, to zdarzenie, które zagraża życiu lub zdro-
wiu wielu osób albo mieniu w wielkich rozmiarach.  

                                                 
1  Ranni i osoby śmiertelne spowodowane pożarem lub innym miejscowym zagrożeniem w bu-

dynkach mieszkalnych.  
2  W tym przypadku zdarzeniem określany jest pożar. 
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Zakłady ubezpieczeniowe definiują pożar jako działanie ognia, który przedostał 
się poza palenisko albo powstał bez paleniska i rozprzestrzenił się o własnej sile. 

Termin „zagrożenie” często jest używany i wykorzystywany w opracowaniach 
technicznych. Dlatego też rozważania na temat zagrożenia prowadzone są w zakre-
sie wiedzy technicznej i możliwości ich wykorzystania w obszarze ekonomii. 

Najczęściej spotykanym zagrożeniem w obiektach w czasie całego procesu 
ubezpieczeniowego jest zagrożenie pożarowe. Zagrożeniem pożarowym budynku 
mieszkalnego nazywamy zespół elementów budowlanych, instalacyjnych i wy-
posażenia o określonych parametrach, mających wpływ na możliwość powstania 
i rozprzestrzeniania się pożaru. Zagrożenie pożarowe uzależnione jest od wielu 
czynników, np. rodzaju, ilości i struktury fizycznej materiałów palnych.  

Termin „ryzyko” jest szeroko stosowany zarówno w normalnym życiu każde-
go człowieka, jak i w świecie nauki. Przykładowo w codziennej dyskusji: ryzyko 
zachorowania na grypę w czasie zimy jest całkiem wysokie, lub: ryzyko utraty ży-
cia wskutek upadku statku powietrznego jest bardzo małe. W każdym z obszarów 
nauki termin ryzyko posiada różne znaczenia o odmiennym charakterze. Istotne jest 
dokładne poznanie ryzyka z uwagi na jego charakter i mnogość definicji. 

Ryzyko badanego obszaru ulega zmianie w czasie, wydaje się procesem niż 
stanem. Do określenia pojęcia ryzyka wykorzystywane są dwa elementy [Prze-
wodnik Zastosowań, s. 10]: 
− prawdopodobieństwo – możliwość, szansa wydarzenia się czegoś, bycie praw-

dopodobnym np. duże, ogromne, małe, znikome prawdopodobieństwo czegoś, 
− konsekwencje ryzyka (szkoda) – uraz fizyczny lub uszczerbek na zdrowiu, 

uszkodzenie mienia lub degradacja środowiska. 
Zapewnienie bezpieczeństwa jest naturalnym dążeniem człowieka. Bezpie-

czeństwo rozumiane jest jako stan niezagrożenia, spokoju, pewności [Kołodziń-
ski, 2004, s. 6]. W celu uzyskania oczekiwanego bezpieczeństwa każdy człowiek, 
grupa społeczna czy organy państwa starają się oddziaływać na swoje otoczenie 
tak, aby eliminować lub minimalizować wszelkiego rodzaju zagrożenia, których 
źródłem jest drugi człowiek lub siły natury.  
 
 
2. Metody pomiaru ryzyka pożarowego 
 

Szukając odpowiedzi na pytanie, jak duże jest ryzyko pożarowe w budyn-
kach mieszkalnych, wielorodzinnych konieczne jest zbadanie częstości (prawdo-
podobieństwa) występowania pożarów oraz liczba poszkodowanych osób w tych 
pożarach. 
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W pozycji pt. Światowa statystyka ochrony przeciwpożarowej i ratownictwa 
Bruhlinsky określił ryzyko pożarowe jako prawdopodobieństwo (częstość szko-
dliwych oddziaływań) w związku z podejmowanymi działaniami, w wyniku któ-
rych powstają szkody osobowe i materialne [Bruchlinsky i in., 2008]. Autorzy 
powyższej pozycji zaproponowali szereg miar ryzyka: 
R1 Ryzyko zetknięcia się człowieka z pożarem w określonym interwale czasu. 

Miara ryzyka wykorzystuje następujące zależności opisane wzorem:  ܴଵ = ቂ ௉ଵ଴యை௦௢௕௬	௫	ோ௢௞ቃ,      (1) 

gdzie P – liczba pożarów. 
R2 Ryzyko utraty życia lub zdrowia w pożarze przez człowieka. Miara ryzyka 

wykorzystuje następujące zależności opisane wzorem:  ܴଶ = ቂை௙௜௔௥௬ଵ଴మ௉௉ ቃ ,       (2) 

gdzie PP – liczba pożarów. 
R3 Ryzyko utraty życia lub zdrowia przez człowieka w określonym interwale 

czasu. Miara ryzyka wykorzystuje następujące zależności opisane wzorem:  ܴଷ = ቂ ை௙௜௔௥௬ଵ଴ఱை௦௢௕௬	௫	ோ௢௞ቃ      (3) 

Opisane miary ryzyka zostały przedstawione w tabeli 1. 
 
Tabela 1. Miary ryzyka dla mieszkańców w wybranych państwach świata w 2006 r. 
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
1. Chiny 1 321 852 223 000 1 517 1 418 0,2 0,1 0,7 0,1 0,6 

2. Indie 1 129 868 200 000 8 500 - 0,2 0,8 4,3 - - 

3. USA 301 140 1 642 500 3 245 16 400 5,5 1,1 0,2 5,4 1,0 

4. Rosja 141 378 220 400 17 223  13 525 1,6 12,2 7,8 9,6 6,1 

5. Niemcy 82 438 187 604 424 - 2,3 0,5 0,2 - - 

6. Francja 63 714 359 300 341 11 192 5,6 0,5 0,1 17,6 3,1 

7. Wielka Brytania 60 776 436 047 504 13600 7,2 0,8 0,1 22,4 3,1 

8. Włochy 58 148 227 014 112 345 3,9 0,2 0,0 0,6 0,2 

9. Polska 38 647 165 353 608 - 4,3 0,4 1,6 - - 

10. Holandia 16 571 112 800 80 1 089 6,8 0,5 0,1 6,6 1,0 

11. Węgry 9 956 21 829 131 583 2,2 1,3 0,6 5,9 2,7 
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cd. tabeli 1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

12. Szwecja 9 031 27 106 83 1 195 3,0 0,9 0,3 13,2 4,4 

13. Austria 8 200 30 297 33 854 3,7 0,4 0,1 10,4 2,8 

14. Bułgaria 7 323 29 090 96 290 4,0 1,3 0,3 4,0 1,0 

15. Słowacja 5 448 10 422 49 185 1,9 0,9 0,5 3,4 1,8 

16. Finlandia 5 239 17 800 119 461 3,4 2,3 0,7 8,8 2,6 

17. Singapur 4 553 4 702 3 91 1,0 0,1 0,1 2,0 1,9 

18. Nowa Zelandia 4 116 24 405 25 405 5,9 0,6 0,1 9,8 1,7 

19. Litwa 3 575 22 912 307 308 6,4 8,6 1,3 13,9 1,8 

20. Łotwa 2 294 17 720 235 318 7,7 10,2 1,3 13,9 1,8 

21. Estonia 1 347 14 900 164 -  11,1  12,2 1,1 - - 

 
Źródło: Bruhlinsky i in. [2008]. 
 

W tabeli 1 wskaźnik przedstawiający ryzyko wystąpienia pożaru R1 (średnia 
liczba pożarów na 1000 mieszkańców) kształtuje się od 2 do 7. Powyżej 7 wielkość 
wskaźnika zaobserwowano w Estonii, natomiast dla Chin i Indii (prawdopodobnie 
z braku dokładnych danych) parametr ten wynosi 0,2. 

W większości krajów wymienionych w tabeli 1, wskaźnik ryzyka R2 (średnia 
liczba ofiar śmiertelnych na 100 000 mieszkańców), nie przekracza wartości 1. 
Ryzyko utraty życia R3 w Rosji i trzech krajach bałtyckich jest kilkunastokrotnie 
większe i oscyluje w granicach 10. Wartości ryzyka opisane w tabeli, a dotyczące 
Polski, mieszczą się w granicach średniej. 
 
 
3. Skala poszkodowanych w budynkach mieszkalnych w Polsce 
 

W „Przeglądzie Pożarniczym” nr 11/2013 [Janik, 2013, s. 5], w artykule 
dotyczącym diagnozy pożarowej autor przedstawia ogólną liczbę pożarów, jakie 
występują w Polsce, liczbę poszkodowanych w pożarach oraz częstość wystą-
pienia utraty życia w pożarze na 1 mln mieszkańców.  
 
Tabela 2. Pożary i poszkodowani w pożarach w Polsce w latach 2002-2012 
 

Rok Pożary  
ogółem 

Poszkodo-
wani w po-
żarach ogó-

łem 

Ranni  
w poża-

rach 

Ofiary śmiertelne 

Ogółem 

Z wyłączeniem  
pożarów będących 

następstwem wypad-
ków drogowych 

Średnio  
na 1 mln 

mieszkańców 

1 2 3 4 5 6 7 
2002 151 026 2814 2327 487 431 11,3 
2003 220 855 3454 2932 522 476 12,5 
2004 146 728 3392 2911 481 446 11,7 
2005 184 316 3739 3143 596 543 14,2 
2006 165 190 3625 3059 566 568 14,9 
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cd. tabeli 2 
1 2 3 4 5 6 7 

2007 151 069 3639 3044 595 553 14,5 
2008 161 744 4293 3699 594 534 14,0 
2009 159 122 4527 3943 584 540 14,2 
2010 135 555 4776 4251 525 481 12,6 
2011 171 830 4912 4325 587 540 14,1 
2012 183 847 4751 4186 565 523 13,6 
ŚRED-

NIO 166 480 3993 3438 555 512 13,0 

 
Źródło: Janik [2013, s. 8]. 
 

Dane w tabeli 2 ilustrują ogólną liczbę pożarów, jakie występują w Polsce 
oraz ich skutki osobowe. 

W tym miejscu należy zadać pytanie, czy tego rodzaju dane są istotne w pro-
cesie badania ryzyka utraty zdrowia i życia w budynkach mieszkalnych.  

W celu uzyskania bardziej szczegółowych odpowiedzi, należy postawić na-
stępujące pytania, dotyczące pożarów w budynkach mieszkalnych3: 
− jaka jest liczba pożarów i rannych w pożarach w budynkach mieszkalnych, 
− jaka jest liczba pożarów i osób śmiertelnych w pożarach w budynkach miesz-

kalnych. 
Badaną grupą obiektów z bazy danych statystycznych Komendy Głównej 

PSP są budynki jednorodzinne, w tym bliźniaki, zabudowa szeregowa, budynki 
wielorodzinne, budynki mieszkalne w gospodarstwach rolnych. 

W tabeli 3 przedstawiono liczbę pożarów w obiektach mieszkalnych oraz 
liczbę rannych i ofiar śmiertelnych (do analizy częstości wystąpienia zdarzenia 
przyjęto liczbę mieszkańców w Polsce 38 mln). 

Z analizy tabeli wynika, że w latach 2000-2010 następował stały wzrost ilo-
ści pożarów, jak również wzrost liczby ofiar śmiertelnych. Natomiast liczba 
osób rannych w analizowanych latach również ma tendencję wzrostową. 
 
Tabela 3. Pożary i poszkodowane osoby w pożarach w Polsce w latach 2000-2010  

w budynkach mieszkalnych 
 

Rok Pożary mieszkań Ranni Ofiary śmiertelne Liczba pożarów ogółem  
na 100 tys. mieszkańców 

1 2 3 4 5 
2000 18 574 1243 353 48,88 
2001 18 889 1342 377 49,71 
2002 20 179 1411 368 53,10 
2003 21 216 768 389 55,83 

                                                 
3  Budynki jednorodzinne, w tym bliźniaki, zabudowa szeregowa, budynki wielorodzinne, budynki 

mieszkalne w gospodarstwach rolnych oraz inne obiekty mieszkalne, w szczególności altanki, 
barakowozy, domki letniskowe. 



Jacek Konciak 140 

cd. tabeli 3 
1 2 3 4 5 

2004 20 831 1942 384 54,82 
2005 22 411 2085 462 58,98 
2006 22 448 1205 482 59,07 
2007 23 113 2081 436 60,82 
2008 23 896 2475 443 62,88 
2009 24 514 2749 425 64,51 
2010 25 506 3070 394 48,88 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie bazy danych KG PSP. 
 

Z powyższych danych można wyliczyć częstość powstawania szkody na 
osobie w budownictwie mieszkaniowym w czasie pożaru w Polsce. Jako liczbę 
obserwacji przyjęto straty osobowe (ranni i ofiary śmiertelne) w pożarach w bu-
dynkach mieszkalnych. Natomiast jako próbę statystyczną przyjęto liczbę 
mieszkańców Polski. Wyniki obliczeń zawarte są w tabeli 4. 
 
Tabela 4. Częstość szkody osobowej w pożarach w Polsce w latach 2000-2010  

w budynkach mieszkalnych 
 

Rok Częstość – ranni w pożarze Częstość – ofiary śmiertelne w pożarze 

2000 3,27*10-5 0,93*10-5 
2001 3,53*10-5 0,99*10-5 
2002 3,71*10-5 0,97*10-5 
2003 2,02*10-5 1,02*10-5 
2004 5,11*10-5 1,01*10-5 
2005 5,49*10-5 1,22*10-5 
2006 3,17*10-5 1,27*10-5 
2007 5,48*10-5 1,15*10-5 
2008 6,51*10-5 1,17*10-5 
2009 7,23*10-5 1,12*10-5 
2010 8,08*10-5 1,04*10-5 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie bazy danych KG PSP. 
 

Powyższa tabela ukazuje zmiany w częstości szkód osobowych w pożarach, 
kształtują się one na poziomie jednej ofiary śmiertelnej na 100 tys. mieszkańców. 
Natomiast osoby ranne to zakres od 2 do 8 osób na 100 tys. mieszkańców. 

W czasie likwidowania zdarzenia niepożądanego, jakim jest pożar, wystę-
pują również straty osobowe strażaków. W tabeli 5 przedstawiono liczbę poża-
rów w obiektach mieszkalnych oraz liczbę rannych i ofiar śmiertelnych wśród 
strażaków PSP.  
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Tabela 5. Pożary i poszkodowani wśród strażaków w pożarach w Polsce  
w latach 2000-2010 w budynkach mieszkalnych 

 

Rok Pożary Ranni Ofiary śmiertelne Liczba pożarów  
na 100 tys. mieszkańców 

2000 18 574 152 1 48,88 
2001 18 889 91 0 49,71 
2002 20 179 88 0 53,10 
2003 21 216 115 3 55,83 
2004 20 831 114 2 54,82 
2005 22 411 123 0 58,98 
2006 22 448 108 1 59,07 
2007 23 113 81 0 60,82 
2008 23 896 99 0 62,88 
2009 24 514 119 0 64,51 
2010 25 506 102 0 48,88 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie bazy danych KG PSP. 
 

Z tabeli 5 wynika, że średnia liczba ofiar śmiertelnych wśród strażaków jest 
na poziomie jednej osoby. Natomiast występuje nieregularna zmienność liczby 
rannych w pożarach strażaków w pożarach. 
 
 
4. Uwarunkowania, skutki i przyczyny pożarów mieszkań 
 

Mieszkania w budynkach wielorodzinnych są traktowane jako swoistego 
rodzaju strefa pożarowa4, za którą pożar nie powinien się przedostać. Praktyka 
jednak wskazuje na to, że pożary, w zależności w jakim obiekcie powstają, cha-
rakteryzują się zmienną dynamiką w zakresie wzrostu temperatury i ilości pro-
dukowanych gazów pożarowych. Rozwój oraz szybkość rozprzestrzeniania się 
pożaru jest uzależniona od sposobu budowy oraz użytych materiałów budowla-
nych. Budynek, który powstał przed II wojną światową wykonany był w techno-
                                                 
4  Strefę pożarową określa: § 226 Rozporządzenia Ministra Infrastruktury z dnia 12 kwietnia 2002 r. 

w sprawie warunków technicznych, jakim powinny odpowiadać budynki i ich usytuowanie.  
§ 226 Strefa pożarowa – pojęcie 
1. Strefę pożarową stanowi budynek albo jego część oddzielona od innych budynków lub in-

nych części budynku elementami oddzielenia przeciwpożarowego, o których mowa w § 232 
ust. 4, bądź też pasami wolnego terenu o szerokości nie mniejszej niż dopuszczalne odległo-
ści od innych budynków, określone w § 271 ust. 1-7. 

2.  Częścią budynku, o której mowa w ust. 1, jest także jego kondygnacja, jeżeli klatki schodo-
we i szyby dźwigowe w tym budynku spełniają co najmniej wymagania określone w § 256 
ust. 2 dla klatek schodowych. 

3.  Powierzchnia strefy pożarowej jest obliczana jako powierzchnia wewnętrzna budynku lub 
jego części, przy czym wlicza się do niej także powierzchnię antresoli. (Dz.U.2002.75.690). 



Jacek Konciak 142 

logii murowanej oraz drewnianej (stropy drewniane, klatka schodowa drewniana 
lub betonowa oraz palna więźba dachowa) jest niezwykle podatny na szybki 
rozwój pożaru. W budynkach mieszkalnych wykonanych w technologii tzw. 
wielkiej płyty i technologii tradycyjnej (elementy budowlane budynku wykonane 
z materiałów niepalnych), powstały w mieszkaniu pożar w przeważającej więk-
szości przypadków w nim się kończy. 

Jedną z przyczyn pożaru jest wadliwa instalacja elektryczna wykonana na 
bazie przewodów aluminiowych (miejsca styku podatne są na utlenianie i utratę 
przewodności), co może powodować powstawanie zwarć i przepięć, w wyniku 
których dochodzi do pożarów. 

Osoby przebywające w mieszkaniu są narażone na utratę zdrowia i życia  
z uwagi na różnego rodzaju zagrożenia, jakie występują w związku z funkcjonowa-
niem budynków mieszkalnych. Warto wymienić najważniejsze rodzaje zagrożeń 
generujące możliwość powstania strat osobowych (osoby ranne i śmiertelne): 
− katastrofa budowlana, 
− wybuch gazu, 
− pożar i gazy pożarowe, 
− zatrucie tlenkiem węgla, 
− porażenie prądem elektrycznym. 

Bardzo groźnym, a jednocześnie trudnym do wykrycia zagrożeniem jest 
tlenek węgla. Potocznie zwany czadem, tlenek węgla jest gazem silnie trującym, 
bezbarwnym i bezwonnym, nieco lżejszym od powietrza. Tlenek węgla łatwo 
się miesza i rozprzestrzenia w powietrzu. Powstaje w wyniku niepełnego spala-
nia wielu paliw m.in.: drewna, oleju, gazu, benzyny, nafty, propanu, węgla, ropy, 
spowodowanego brakiem odpowiedniej ilości tlenu, niezbędnej do zupełnego 
spalania. Tlenek węgla jest szczególnie groźny w mieszkaniach, w których okna 
są szczelnie zamknięte lub uszczelnione na zimę.  

Czad (potoczna nazw tlenku węgla) dostaje się do organizmu przez układ 
oddechowy, a następnie jest wchłaniany do krwiobiegu. W układzie oddecho-
wym człowieka tlenek węgla wiąże się z hemoglobiną 210 razy szybciej niż tlen, 
blokując dopływ tlenu do organizmu. Stwarza to poważne zagrożenie dla zdro-
wia i życia człowieka. Uniemożliwia prawidłowe rozprowadzanie tlenu we krwi 
i powoduje uszkodzenia mózgu oraz innych narządów. Następstwem ostrego za-
trucia może być nieodwracalne uszkodzenie ośrodkowego układu nerwowego, 
niewydolność wieńcowa, zawał albo nawet śmierć.  
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W obawie przed zatruciem tlenkiem węgla należy unikać sytuacji, w któ-
rych wystąpi brak dopływu świeżego (zewnętrznego) powietrza do urządzenia, 
w którym następuje spalanie. Podstawową przyczyną zatruć jest niepełne spala-
nie, do którego może dojść, np. gdy zbyt szczelnie zamknięte są okna, brak jest 
właściwej wentylacji. Powoduje to powstawanie czadu i utrudnia jego odpływ.  

Urządzenia gazowe powinny być utrzymywane w czystości i w dobrym stanie 
technicznym, a także okresowo kontrolowane zgodnie z zaleceniami producenta. 
Obowiązek zachowania wymaganego stanu technicznego urządzeń gazowych i ich 
udostępnienia do kontroli spoczywa na użytkowniku lokalu5. W trosce o bezpie-
czeństwo własne i swojej rodziny do tego obowiązku powinien się poczuwać 
każdy użytkownik urządzeń gazowych.  
 
 
5. Wpływ rodzaju własności oraz roku budowy budynków  

mieszkalnych na możliwość wystąpienia pożaru 
 

Przyczyny powstawania pożarów mieszkań w literaturze przedmiotu są do-
brze opisane. Istnieje natomiast potrzeba przyjrzenia się wpływowi różnego ro-
dzaju czynników na powstawanie pożarów mieszkań. Do czynników mających 
wpływ na wzrost liczby pożarów możemy zaliczyć czynniki społeczne, tech-
niczne i ekonomiczne. 

Przyjrzymy się wpływowi udziału własności mieszkań gminnych i powia-
towych na zmianę liczby pożarów w stosunku do obszarów, w których udział 
mieszkań gminnych jest mniejszy. W drugiej kolejności, czy okres oddania bu-
dynku do użytkowania ma wpływ na liczbę pożarów mieszkań (budynki budo-
wane do 1945 r.).  

Dane dotyczące ludności, mieszkań i pożarów budynków mieszkalnych 
miast wojewódzkich w latach 2000-2006 ukazano w tabeli 6. 
 
 
 
 
 
 
 
                                                 
5  Rozporządzenie Ministra Spraw Wewnętrznych i Administracji z dnia 16 sierpnia 1999 r. w sprawie 

warunków technicznych użytkowania budynków mieszkalnych (Dz.U. Nr 74 z dnia 9.09.1999 r., 
poz. 836, § 17 ust. 1 i 2). 
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Tabela 6. Średnioroczne dane dotyczące ludności, mieszkań i pożarów budynków 
mieszkalnych miast wojewódzkich w latach 2000-20066 
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 L Lm Lm<1945 LI Lm2 LLgm Lpm Lpm-samorząd 

Wrocław 637 235 240 586 76 638 807 293 14 192 379 54 202 579 276 
Toruń 208 899 75 506 13 980 260 022 4 258 186 6 294 106 15 
Bydgoszcz 368 922 134 107 26 511 459 430 7 546 336 15 960 238 52 
Lublin 355 908 127 965 13 533 452 578 7 336 827 10 666 295 23 
Gorzów Wielk. 125 594 44 618 9 839 159 239 2 619 535 7 047 109 30 
Zielona Góra 118 230 43 471 6 406 149 262 2 576 135 6 394 96 13 
Łódź 776 185 331 270 90 362 1 003 442 17 072 296 73 968 887 451 
Kraków 757 350 284 641 50 652 896 742 15 733 040 25 579 509 19 
Warszawa 1 690 139 726 081 94 937 2 269 826 39 984 886 104 920 1 601 407 
Opole 128 771 46 428 11 386 163 767 2 877 709 6 312 101 10 
Rzeszów 160 951 54 023 3 762 192 156 3 280 014 5 343 69 2 
Białystok  291 983 108 034 5 981 387 854 6 205 471 9 194 242 25 
Gdańsk 459 631 167 750 36 274 560 865 9 513 622 33 845 281 71 
Katowice 321 235 132 664 36 535 432 001 7 559 096 19 222 186 54 
Kielce 209 927 74 321 5 642 244 797 4 189 981 4 936 135 11 
Olsztyn 173 751 63 064 6 865 220 047 3 566 064 7 817 106 27 
Poznań 572 173 215 792 48 270 747 709 13 430 320 20 300 284 25 
Szczecin 412 682 150 857 49 899 520 357 8 933 153 27 805 373 108 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie bazy danych KG PSP i GUS. 
 

W celu określenia częstości wystąpienia pożaru w budynkach mieszkalnych 
w stosunku do liczby mieszkań, wykorzystano następujący wzór: 

௅ܲ௠ = ௅௣௠௅௠  * 1000,      (4) 

gdzie: 
PLm prawdopodobieństwo wystąpienia pożaru na 1000 mieszkań, 
LPm liczba pożarów mieszkań, 
Lm liczba mieszkań. 

                                                 
6  Z uwagi na trudności w pozyskaniu danych dotyczących miast wojewódzkich, zakres badanych 

lat to 2000-2006. 
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Aby określić częstość wystąpienia pożaru w budynkach mieszkalnych w sto-
sunku do liczby mieszkańców, wykorzystano następujący wzór: 

௅ܲ = ௅௣௠௅  * 100 000,      (5) 

gdzie: 
PL   prawdopodobieństwo wystąpienia pożaru na 100 000 mieszkańców, 
Lpm  liczba pożarów mieszkań, 
L   liczba mieszkańców. 

W celu określenia częstości wystąpienia pożaru w budynkach mieszkalnych 
w stosunku do powierzchni użytkowej mieszkań, wykorzystano następujący wzór: 

௅ܲ௠ଶ = ௅௣௠௅௠ଶ * 1 000 000,     (6) 

gdzie: 
PLm2 prawdopodobieństwo wystąpienia pożaru na 1 000 000 m2 powierzchni 

użytkowej mieszkania, 
Lpm  liczba pożarów mieszkań, 
Lm2 powierzchnia użytkowa mieszkań. 

W celu sprawdzenia siły związku między cechami mierzalnymi obliczony 
zostanie współczynnik korelacji liniowej Pearsona [rxy]. Orientacyjnie przyjmuje 
się, że korelacja między dwoma cechami jest: 
− niewyraźna, jeśli r xy ≤0,3, 

− średnia, jeśli 0,3 < r xy ≤0,5, 

− wyraźna, jeśli r xy > 0,5. 

W referacie wyznaczono współczynnik korelacji liniowej Pearsona [rxy] dla 
następujących cech mierzalnych: 
− wpływ procentowego udziału mieszkań gminnych w stosunku do całkowitej 

liczby mieszkań na prawdopodobieństwo wystąpienia pożaru na 1000 miesz-
kań na rok 

rxy = +0,52  wyraźna korelacja, 
− wpływ procentowego udziału mieszkań wybudowanych przed 1945 r. w sto-

sunku do całkowitej liczby mieszkań na prawdopodobieństwo wystąpienia 
pożaru na 1000 mieszkań na rok 

rxy = +0,27  niewyraźna korelacja, 
− wpływ procentowego udziału powierzchni mieszkań gminnych w stosunku 

do całkowitej powierzchni wszystkich mieszkań na prawdopodobieństwo 
wystąpienia pożaru na 1000 mieszkań na rok 

rxy = +0,301  średnia korelacja, 



Jacek Konciak 146 

− wpływ liczby m2 mieszkania przypadających na jednego mieszkańca liczby 
osób przypadających na jedno mieszkanie na prawdopodobieństwo wystą-
pienia pożaru na 1000 mieszkań na rok 

rxy = +0,51  wyraźna korelacja. 
 
Tabela 7. Prawdopodobieństwo powstania pożaru budynków mieszkalnych  

w miastach wojewódzkich w latach 2000-2006 oraz procentowy udział  
czynników mogących mieć wpływ na pożary mieszkań7 
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 PLm PL PLm2 
Wrocław 2,41 90,80 40,77 22,53 31,85 19,27 2,65 22,27 
Toruń 1,40 50,62 24,83 8,34 18,52 6,55 2,77 20,38 
Bydgoszcz 1,77 64,41 31,49 11,90 19,77 9,85 2,75 20,46 
Lublin 2,30 82,85 40,19 8,34 10,58 6,14 2,78 20,61 
Gorzów Wlk. 2,44 86,79 41,61 15,79 22,05 13,64 2,81 20,86 
Zielona Góra 2,20 80,88 37,12 14,71 14,74 11,38 2,72 21,79 
Łódź 2,68 114,21 51,93 22,33 27,28 18,60 2,34 22,00 
Kraków 1,79 67,19 32,34 8,99 17,80 7,21 2,66 20,77 
Warszawa 2,20 94,70 40,03 14,45 13,08 10,90 2,33 23,66 
Opole 2,17 78,14 34,97 13,60 24,52 11,13 2,77 22,35 
Rzeszów 1,28 43,03 21,11 9,89 6,96 7,16 2,98 20,38 
Białystok  2,24 82,97 39,04 8,51 5,54 6,35 2,70 21,25 
Gdańsk 1,68 61,19 29,56 20,18 21,62 17,32 2,74 20,70 
Katowice 1,40 57,90 24,61 14,49 27,54 12,85 2,42 23,53 
Kielce 1,81 64,13 32,13 6,64 7,59 4,59 2,82 19,96 
Olsztyn 1,69 61,22 29,83 12,40 10,89 9,99 2,76 20,52 
Poznań 1,31 49,55 21,11 9,41 22,37 7,83 2,65 23,47 
Szczecin 2,47 90,32 41,73 18,43 33,08 15,91 2,74 21,65 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie bazy danych KG PSP i GUS. 
 

Z przeprowadzonej analizy wynika, że wyraźny wpływ na prawdopodo-
bieństwo powstania pożaru w budynkach mieszkalnych ma rodzaj własności lo-
kali oraz powierzchnia mieszkania, jaka przypada na jedną osobę. 
                                                 
7  Z uwagi na trudności w pozyskaniu danych dotyczących miast wojewódzkich, zakres badanych 

lat to 2000-2006. 
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6. Kierunki działań prewencyjnych w zakresie ograniczenia  
liczby poszkodowanych w pożarach w Polsce  

 
Działania i rozwiązania, jakie są podejmowane w celu poprawy bezpie-

czeństwa funkcjonowania budynku, powinny być realizowane w następujących 
obszarach: 
− działania organizacyjno-prawne – utrzymanie porządku i ładu, przeprowa-

dzanie okresowych przeglądów instalacji technicznych, ograniczanie wystę-
powania materiałów palnych w miejscach do tego niewyznaczonych, 

− inwestycje budowlane – ograniczające rozwój pożaru (tzw. zabezpieczenia 
bierne), wykonywanie budynku z materiałów niepalnych, wyposażanie 
obiektu wykonane z trudno zapalnych materiałów, poszczególne mieszkania 
w budynku wydzielone pożarowo (drzwi przeciwpożarowe w klasie EI30 do 
mieszkania z klatki schodowej), 

− inwestycje w systemy przeciwpożarowe – tzw. zabezpieczenia czynne, sys-
tem sygnalizacji pożarowej (czujki autonomiczne lub systemy z centralami), 
system wentylacji pożarowej oraz systemy gaśnicze (stosowany wyjątkowo 
w budownictwie mieszkaniowym). 

Domowe czujki dymu znajdują nabywców w wielu krajach na świecie. 
Wynika to ze świadomości, że w warunkach pożaru ryzyko utraty życia gwał-
townie rośnie. Badania w Wielkiej Brytanii i USA potwierdziły, że zastosowanie 
urządzeń wczesnego ostrzegania o pożarze redukuje ryzyko śmierci o około 40%8.  

W Polsce przepisy prawa nie zobowiązują właściciela mieszkania do wypo-
sażenia mieszkań w system sygnalizacji pożaru. Pomimo braku obowiązku in-
stalowania takich aparatów w domach, w Polsce spotyka się coraz częściej in-
dywidualnie zainstalowane tego typu urządzenia w mieszkaniach.  

Duży wpływ na obecną liczbę ofiar śmiertelnych, jak i poszkodowanych 
wśród społeczeństwa, ma niski poziom świadomości w zakresie bezpieczeństwa 
pożarowego. Mówiąc o świadomości, trzeba mieć na myśli obszar wiedzy po-
zwalającej na wykrycie ewentualnych zagrożeń, mogących przyczynić się do 
powstania pożaru. Brak wiedzy dotyczącej podstawowych zaniedbań w zakresie 
bezpieczeństwa pożarowego, np. obluzowane gniazdko, przechowywanie karto-

                                                 
8  W ciągu 30 lat obecności domowych czujek dymu na świecie, znalazły one uznanie jako do-

skonałe urządzenia detekcji w takich instytucjach jak ANSI (American National Standards In-
stitute), AS (Australian Standard), BS (British Standard), ULC (Underwriters Laboratories Ca-
nada) and ULI (Underwriters Laboratories Inc). Świadczy to o dużej wadze, jaką przykłada się 
w niektórych krajach do prostych urządzeń wczesnego ostrzegania o pożarze. W krajach takich 
jak Nowa Zelandia, Wielka Brytania, Stany Zjednoczone, Kanada, domowe czujki dymu ura-
towały życie wielu osobom, które nieświadomie znalazły się w niebezpieczeństwie. 
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nów lub innych materiałów palnych w sąsiedztwie źródeł ciepła, może być źró-
dłem pożaru. Jeśli powstanie pożaru w znaczeniu globalnym w budownictwie 
mieszkaniowym nie jest kwestionowane przez społeczeństwo, to w odniesieniu 
do swojego mieszkania nie dopuszcza się myśli o możliwości pożaru, argumen-
tując to w różnoraki sposób. 
 
 
Podsumowanie 
 

Artykuł ukazał liczbę poszkodowanych osób w pożarach w budynkach miesz-
kalnych oraz propozycję zmniejszania liczby poszkodowanych: 
− liczba poszkodowanych w pożarach w Polsce na przestrzeni analizowanych 

lat nie zmniejsza się (a nawet występuje tendencja wzrostowa pomimo pro-
wadzonych akcji edukacyjnych i apeli), 

− pożary mieszkań, w których giną ludzie, powstają zarówno w krajach rozwi-
niętych, jak i rozwijających się. Poziom rozwoju gospodarczego i świadomo-
ści mieszkańców ma wpływ na częstość występowania pożarów w mieszka-
niach oraz na wielkość szkód osobowych i materialnych,  

− działaniem, które wpływa na zmniejszenie strat, jest instalowanie czujek dy-
mu lub tlenku węgla. Zalecane zasady rozmieszczania czujek domowych 
opierają się przede wszystkim na umieszczeniu czujki w korytarzu na każdej 
z kondygnacji.  

W artykule szerzej opisano zagrożenie związane z powstawaniem tlenku 
węgla oraz skutkami dla ludzi przebywających w jego atmosferze.  

Należy zadać sobie tyko pytanie, w jaki sposób zachęcić lub „przymusić” 
właścicieli i lokatorów budynków mieszkalnych do instalowania czujek dymu  
i tlenku węgla. Jaką rolę w tym działaniu powinny odegrać np. towarzystwa 
ubezpieczeniowe. 

Pomimo wysiłku badawczego nie udało się ukazać całości podejmowanej 
tematyki. Należałoby przeprowadzić dalsze pogłębione badania w zakresie 
szkód osobowych i wartości strat pożarowych. 
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VICTIMS OF FIRES AND LOCAL THREATS THAT TOOK PLACE  
IN RESIDENTIAL BUILDINGS IN POLAND IN 2000-2010 

 
Summary: The article presents the personal effects of fire in the years 2000-2010. Each 
year lose their lives in fires about 500 people. Most victims of fires, falls on the flats, of 
which 60-70% of these cases the victim is in contact with the fumes and toxic combus-
tion products. The article presents the reasons for such high casualties, and proposes  
a solution that will significantly contribute to improving the safety of residents. 
 
Keywords: fire hazard, fire risk, fire safety. 
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ZASTOSOWANIE ROZKŁADU NAJGORSZEGO 
PRZYPADKU DO KONSTRUKCJI STABILNEGO 

PORTFELA INWESTYCJI FINANSOWYCH1 
 
Streszczenie: Podstawą konstrukcji portfela inwestycji finansowych jest określenie udzia-
łów poszczególnych aktywów (instrumentów inwestycyjnych). Z matematycznego punktu 
widzenia zagadnienie to sprowadza się do optymalizacji struktury aktywów portfela  
w warunkach ryzyka. Jest to problem optymalizacyjny typowo rozwiązywany za pomo-
cą metody Markowitza, która maksymalizuje średnią stopę zwrotu przy minimalizacji 
miary ryzyka. Praca przedstawia koncepcję rozkładu najgorszego przypadku stóp zwrotu 
aktywów finansowych, który wykorzystany w modelu Markowitza pozwala poza próbą 
otrzymać wyniki nie gorsze niż w próbie w sensie rozważanych wskaźników jakości. 
Rozkład najgorszego przypadku jest definiowany w oparciu o relację dominacji stocha-
stycznej pierwszego rzędu. W pracy posłużono się metodą kopuł. Proponowane podej-
ście zostanie zilustrowane wynikami analizy eksperymentalnej dla wybranych akcji noto-
wanych na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie. 
 
Słowa kluczowe: portfel inwestycji, optymalizacja, stabilność. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Podstawą konstrukcji portfela inwestycji finansowych jest określenie udzia-
łów poszczególnych aktywów (instrumentów inwestycyjnych). Z matematycz-
nego punktu widzenia zagadnienie to sprowadza się do optymalizacji struktury 
aktywów portfela w warunkach ryzyka. Jest to problem optymalizacyjny typowo 

                                                 
1  Praca została sfinansowana ze środków Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podstawie 

decyzji numer DEC-2012/07/B/HS4/03076. 
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rozwiązywany za pomocą metody Markowitza [1952], która maksymalizuje średnią 
stopę zwrotu przy minimalizacji miary ryzyka. Stosując model Markowitza 
przyjmuje się następujące założenia: historyczne wartości szeregu czasowego 
stanowią dobrą prognozę przyszłych zachowań stóp zwrotu, proces stochastyczny 
ich jest stacjonarny, mają one wielowymiarowy rozkład normalny. Znalezienie 
portfeli dających największą stopę zwrotu przy danym ryzyku i gwarantujących 
równocześnie najmniejsze ryzyko przy ustalonej stopie zwrotu portfela prowadzi 
do tzw. portfeli efektywnych, spośród których jest wybierany portfel optymalny. 
Założenia modelu Markowitza powinny gwarantować generowanie portfeli sta-
bilnych w czasie, czyli takich, które charakteryzują się brakiem fluktuacji ryzyka 
i średniej stopy zwrotu w odniesieniu do tych wyznaczonych na podstawie danych 
historycznych. W praktyce założenia modelu Markowitza nie są jednak spełnione. 
Praca przedstawia koncepcję rozkładu najgorszego przypadku stóp zwrotu ak-
tywów finansowych, który wykorzystany w modelu Markowitza pozwala poza 
próbą otrzymać wyniki nie gorsze niż w próbie w sensie rozważanych wskaźni-
ków jakości. Rozkład najgorszego przypadku jest definiowany w oparciu o rela-
cję dominacji stochastycznej pierwszego rzędu.  

Praca jest zorganizowana w następujący sposób. Punkty 1 i 2 przedstawiają 
definicje rozkładu najgorszego przypadku stóp zwrotu dla pojedynczego aktywu 
finansowego i portfela aktywów finansowych. Punkt 3 przedstawia model opty-
malizacyjny wykorzystany do przeprowadzenia eksperymentów obliczenio-
wych. Punkt 4 prezentuje wyniki eksperymentów dla wybranych akcji notowa-
nych na Giełdzie Papierów Wartościowych w Warszawie. Ostatni punkt stanowi 
podsumowanie pracy. 
 
 
1. Rozkład najgorszego przypadku stóp zwrotu aktywu finansowego 
 

Definicja jednowymiarowego rozkładu najgorszego przypadku stóp zwrotu 
aktywu finansowego opiera się na relacji dominacji stochastycznej, która jest fun-
damentalną koncepcją wykorzystywaną w teorii decyzji. Dominacja stochastyczna 
wywodzi się z teorii majoryzacji [Hardy, Littlewood i Pólya, 1934]. Relacja domi-
nacji stochastycznej została wprowadzona do statystyki przez Manna i Whitney'a 
[1947] i dalej rozwinięta w kontekście wnioskowania statystycznego przez 
Blackwella [1953] i Lehmanna [1955]. 

Mając daną przestrzeń probabilistyczną )P,F,(Ω  oraz określoną w niej ska-
larną zmienną losową R , definiujemy relację dominacji stochastycznej pierw-
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szego rzędu w sposób następujący. Mówimy, że zmienna losowa 1R słabo domi-
nuje zmienną losową 2R  w relacji dominacji stochastycznej pierwszego rzędu 
(ang. first degree stochastic dominance – FSD), co zapisujemy 21 RR FSD≥ , 

wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi 

))((E))((E 21 RuRu ≥  

dla każdej niemalejącej funkcji użyteczności u , tj. dla wszystkich preferencji, 
gdzie większe wartości są preferowane. Możemy alternatywnie scharakteryzować 
relację FSD z wykorzystaniem dystrybuanty lub funkcji kwantylowej zmiennej 
losowej. Niech funkcja F o wartościach rzeczywistych oznacza dystrybuantę 
zmiennej losowej R , tj. )(P)( ηη ≤= RF dla każdego R∈η . Dalej, niech 
funkcja )1(−F  będzie jej lewostronnie ciągłą odwrotnością (funkcją kwantylo-
wą), tj. })(:inf{)()1( pFpF ≥=− ηη  dla 10 ≤< p . Zachodzą następujące 

relacje: 

,)()(      
2121 R∈∀≤⇔≥ ηηη RRFSD FFRR  

].1 ;0)()(    )1()1(
21

(∈∀≥⇔ −− ppFpF RR  

Dla ciągu niezależnych zmiennych losowych o niejednakowym rozkładzie
TttR ∈)( , reprezentujących stopy zwrotu aktywu finansowego z przestrzeni pro-

babilistycznej )P,F,(Ω , zmienna losowa najgorszego przypadku jest definio-
wana jako: 

}:sup{ TtRRRR FSDt
w ∈∀≥= .    (1) 

We wzorze (1) zmienna losowa R  należy do zbioru zmiennych losowych, 
które są zdominowane przez zmienne losowe TttR ∈)(  w sensie FSD. Ze uwagi na 

fakt, że relacja FSD indukuje porządek częściowy, w zbiorze tych zmiennych moż-
na znaleźć kres górny, analizując dystrybuanty lub funkcje kwantylowe. Dystrybu-
anta zmiennej losowej wR  przyjmuje postać ):)(max()( TtFF

t
w RR ∈= ηη  dla 

każdego R∈η , nastomiast funkcja kwantylowa ):)(min()( )1()1( TtpFpF
t

w RR
∈= −−  

dla 10 ≤< p . Zgodnie z powyższą definicją, w każdej chwili czasowej t  pro-
ces stochastyczny TttR ∈)(  daje zwrot z lepszego rozkładu niż rozkład najgorsze-

go przypadku określony dystrybuantą wRF  (lub funkcją kwantylową )1(−
wR

F ) dla 

wszystkich modeli preferencji, dla których są preferowane większe wartości.  
W związku z tym rozkład najgorszego przypadku może być traktowany jako 
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rozkład niezmienny w czasie, ograniczający z dołu proces stochastyczny stóp 
zwrotu. Rozkład najgorszego przypadku może być wyznaczany poprzez estyma-
cję rozkładów w procedurze przesuwanego okna czasowego i porównywanie 
kwantyli. 
 
 
2. Rozkład najgorszego przypadku  

stóp zwrotu portfela aktywów finansowych 
 

Rozważmy n -wymiarowy wektor losowy Tw
n

w RR ),,( 1 K=R , którego 

składowe reprezentują zmienne losowe najgorszego przypadku aktywów 
finansowych. Zakładamy, że zmienne losowe w

iR  zależą od siebie w sensie 
stochastycznym i ich struktura zależności jest dana kopułą (ang. copula) C .  
W szczególności ))(,),((),,(

1
ζξζξ w

n
w RR FFCH KK = , gdzie H  jest dystrybu-

antą łącznego rozkładu wektora losowego R . 
Tworzenie portfela aktywów finansowych to poszukiwanie optymalnej 

sumy zmiennych losowych, więc dalej będziemy zainteresowani zdefiniowaniem 
rozkładu najgorszego przypadku dla sumy zmiennych losowych w

n
w RRS ++= K1  

ze strukturą zależności daną kopułą C . Możemy wyznaczyć dystrybuantę sumy S  
z wykorzystaniem całek wielowymiarowych: 

∫=≤=
)(

1 ))(,),(()()(
1

sA
nRR

rFrFdCsSPsF w
n

w K  

,),,( 
)(

1∫=
sB

nuudC K            (2) 

gdzie zbiór A  jest definiowany jako }:),,{()( 11 srrrrsA nn ≤++= KK , a zbiór 

B  jako })()(:),,{()( )1(
1

)1(
1

1
suFuFuusB nRRn w

n
w ≤++= −− KK . Dla ciągu nieza-

leżnych zmiennych losowych o niejednakowym rozkładzie TttS ∈)( , reprezentu-

jących sumy stóp zwrotu aktywów finansowych, zmienna losowa najgorszego 
przypadku jest definiowana jako: 

}:sup{ TtSSSS FSDt
w ∈∀≥= . 

Podobnie jak wyżej, dystrybuanta zmiennej losowej wS  przyjmuje postać 
):)(max()( TtsFsF

tw SS ∈=  dla każdego R∈s , nastomiast funkcja kwan-

tylowa ):)(min()( )1()1( TtpFpF
t

w SS
∈= −−  dla 10 ≤< p . 
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Wprowadźmy definicję porządku zależności stochastycznej (ang. concordance 
ordering) [Joe, 1997], który ułatwi estymację rozkładu najgorszego przypadku 
dla sumy zmiennych losowych. Kopuła C  może być przedstawiona jako 

),,(P),,( 111 nnn uUuUuuC ≤≤= KK , gdzie ))(,,)((),( 111 nnn RFRFUU KK = , 

podobnie komplementarna kopuła ),,(P),,( 111 nnn uUuUuuC >>= KK . Mó-

wimy, że kopuła 1C  jest mniejsza lub równa kopule 2C w porządku zależności 
stochastycznej, co zapisujemy 21 CC c≤ , wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi 

.]1 ;0[)()(   i   )()( 2121
nCCCC ∈∀≤≤ uuuuu  

Następujące twierdzenie jest prawdziwe. Jeżeli zmienna losowa 1S , repre-
zentująca sumę zmiennych losowych najgorszego przypadku, ma dystrybuantę 

∫
≤++

=
srr

nRRS

n

w
n

w rFrFdCsF
K

K
1

11
))(,),(()( 11  i podobnie zmienna losowa 2S  ma 

dystrybuantę ∫
≤++

=
srr

nRRS

n

w
n

w rFrFdCsF
K

K
1

12
))(,),(()( 12 , to 

.      2121 SSCC FSDc ≥⇒≤       (3) 

Dowód twierdzenia wynika z definicji porządku zależności stochastycznej  
i reprezentacji (2). 

Opierając się na zależności (3), możemy zdefiniować kopułę najgorszego 
przypadku, która pozwoli wyznaczyć sumę zmiennych losowych najgorszego 
przypadku. Mając dany ciąg kopuł TttC ∈)( , kopuła najgorszego przypadku jest 
definiowana jako: 

}:inf{ TtCCCC ct
w ∈∀≤= . 

Estymacja rozkładu najgorszego przypadku dla sumy zmiennych losowych 
sprowadza się do estymacji najmniejszej kopuły w porządku zależności 
stochastycznej, ograniczającej z góry ciąg kopuł. Ta kopuła wraz z jednowymia-
rowymi rozkładami najgorszego przypadku powinna być użyta jako źródło 
danych dla modelu optymalizacji portfela. 
 
 
3. Model optymalizacyjny 
 

W pracy wykorzystano model optymalizacji portfela z warunkową warto-
ścią zagrożoną (ang. Conditional Value-at-Risk – CVaR) [Rockafellar i Uryasev, 
2000] jako miarą ryzyka. CVaR jest miarą koherentną [Pflug, 2000] i liczne 
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badania empiryczne [zob. np. Rockafellar i Uryasev, 2002; Mansini, Ogryczak  
i Speranza, 2003] potwierdziły jej przydatność w różnych zagadnieniach finan-
sowych. Optymalizowano miarę ryzyka, opierając się na dualnym modelu pro-
gramowania liniowego, zaproponowanym przez Ogryczaka i Śliwińskiego [2011]. 
Wykorzystano wariant uwzględniający ograniczenia na średnią stopę zwrotu  
i wielkość udziałów portfela: 

0.               
,,,1   dla    /0               

,0               

, 1               

(4)                          ,,,1   dla   0          p.o.

         min

1

1

1
0,,

≥
=≤≤
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W powyższym sformułowaniu jtr  oznacza prostą stopę zwrotu j -tego aktywu 

( nj ,,1K= ) dla realizacji t  ( mt ,,1K= ) wektora losowego Tw
n

w RR ),,( 1 K=R , 

tp  oznacza prawdopodobieństwo realizacji t , ]1 ;0(∈β  oznacza poziom toleran-

cji CVaR. Parametry jμ  oznaczają wartości średnie zmiennych losowych w
jR , 

0μ  oznacza ograniczenie dolne na średnią stopę zwrotu portfela, natomiast gx  

reprezentuje ograniczenie górne na udziały portfela. W optimum wartość funkcji 
celu reprezentuje CVaR, a zmienne dualne ograniczeń (4) reprezentują udziały 
portfela. Model dualny pozwala uwzględnić istotnie więcej realizacji wektora 
losowego R  niż model prymalny, ponieważ ograniczenia związane z realiza-
cjami wektora R  tworzą ograniczenia kostkowe (ang. simple upper bounds)  
i nie wpływają na złożoność obliczeniową problemu.  
 
 
4. Eksperymenty obliczeniowe 
 

Do eksperymentów obliczeniowych wykorzystano notowania spółek wcho-
dzących w skład indeksów WIG30 i WIG50 Giełdy Papierów Wartościowych  
w Warszawie. Przyjęto kwartalne stopy zwrotu, okres w próbie 2002-2011 i poza 
próbą 2012-2014. Dla wszystkich spółek w okresie w próbie przeprowadzono 
estymację rozkładów najgorszego przypadku w procedurze przesuwanego okna 
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czasowego o długości 8 lat. Tabela 1 przedstawia wstępnie wybrane spółki nale-
żące do różnych sektorów i branż, dla których wartość oczekiwana rozkładu 
najgorszego przypadku była dodatnia. 
 
Tabela 1. Spółki z dodatnią wartością oczekiwaną rozkładu najgorszego przypadku 
 

Firma Sektor Branża 
Grupa Apator S.A. Przemysł Elektromaszyny 
Getin Holding S.A. Finanse Banki 
MCI Management S.A. Finanse Inne 

 
W procedurze przesuwanego okna czasowego wyznaczono kopułę t  naj-

gorszego przypadku (maksymalną w porządku zależności stochastycznej). Ba-
dania empiryczne pokazują, że kopuła t  najlepiej dopasowuje się do finanso-
wych stóp zwrotu [zob. np. Fisher i in., 2007]. Kopuła t  najgorszego przypadku 
jest definiowana przez macierz korelacji o maksymalnych wartościach [Müller  
i Stoyan, 2002] dla zadanej wartości stopni swobody. W procedurze estymacji 
kopuły otrzymano macierz korelacji  

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

173,071,0
73,0182,0
71,082,01

P . 

Przyjęto najmniejszą wartość stopni swobody 5,1=v w celu uzyskania sil-
nych zależności w ogonach rozkładu. 

Zastosowano model optymalizacji portfela (4). Przyjęto 05,0=β , 
001,00 =μ  i 5,0=gx . Przeprowadzono optymalizację dla 100 tys. jednakowo 

prawdopodobnych wektorów stóp zwrotu, wygenerowanych z 3-wymiarowego 
rozkładu zdefiniowanego przez kopułę t  i rozkłady brzegowe najgorszego przy-
padku. Wykorzystano solver IBM ILOG CPLEX 12.6.1, optymalizacja trwała 
krócej niż 1 s na komputerze z procesorem 2.67 GHz i 4 GB pamięci RAM. 
Skład optymalnego portfela przedstawia tabela 2. 
 
Tabela 2. Skład optymalnego portfela 
 

Firma Udział (%) 
Grupa Apator S.A. 50,0 
Getin Holding S.A. 11,3 
MCI Management S.A. 38,7 

 
W celu wyznaczenia ilości inwestowanego kapitału w ryzykowne aktywa, 

która daje maksymalne tempo wzrostu inwestycji, wykorzystano kryterium  
Kelly’ego [Rotando i Thorp, 1992] w zastosowaniu do rozkładu najgorszego 
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przypadku stóp zwrotu optymalnego portfela. Ilość ta wynosi 39,3%, pozostałą 
część należy inwestować w instrument wolny od ryzyka. Za instrument wolny 
od ryzyka przyjęto lokatę opartą na wskaźniku WIBOR 3M. Tak skonstruowany 
portfel będzie dalej nazywany stabilnym, jego skład przedstawia tabela 3. 
 
Tabela 3. Skład stabilnego portfela 
 

Aktywo Udział (%) 
Akcje firmy Grupa Apator S.A. 19,7 
Akcje firmy Getin Holding S.A. 4,4 
Akcje firmy MCI Management S.A. 15,2 
Lokata oparta na wskaźniku WBIOR 3M 60,7 

 
Portfel stabilny utrzymuje swe własności, jeżeli jego struktura nie zmienia 

się w czasie. Portfel został wyznaczony na podstawie kwartalnych stóp zwrotu, 
więc co kwartał powinien być rebalansowany w celu zachowania udziałów okre-
ślonych w tabeli 3. 

Rys. 1 przedstawia krzywe kapitału w próbie i poza próbą dla inwestycji  
w portfel stabilny, „kup i trzymaj” oraz jednostki indeksowe MiniWIG20, które 
w badanym okresie pozwalały inwestować w indeks WIG20. 
 

 
Rys. 1. Krzywe kapitału 
 

Krzywa kapitału portfela „kup i trzymaj” to wynik inwestycji portfela sta-
bilnego bez rebalansowania co kwartał. Początkowa ilość inwestowanego kapi-
tału wynosiła 1000 zł. Uzyskano następujące składanie średnioroczne stopy 
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wzrostu: portfel stabilny – 18,8%, portfel „kup i trzymaj” – 23,2%, jednostki 
indeksowe MiniWIG20 – 5,5%. Stopy wzrostu nie uwzględniają kosztów trans-
akcyjnych, które są istotne w przypadku portfela stabilnego wymagającego reba-
lansowania. 

Tabela 4 przedstawia statystyki dla okresu 2002-2014 dla kwartalnych stóp 
zwrotu porównywanych inwestycji. Statystyki dla rozkładu najgorszego przypadku 
(r.n.p.) stóp zwrotu portfela stabilnego są prezentowane dla okresu w próbie, 
VaR oznacza wartość zagrożoną (ang. Value-at-Risk). Wszystkie statystyki pre-
zentowanie w tabeli 4 są miarami zgodnymi z relacją FSD, tj. dla zmiennych 
losowych 1R , 2R  i miary ρ  zachodzi )()( 2121 RRRR FSD ρρ ≥⇒≥ . 
 
Tabela 4. Statystyki dla kwartalnych stóp zwrotu inwestycji 
 

Miara 
Inwestycje 

Portfel 
stabilny 

Portfel  
„kup i trzymaj” 

Jednostki  
MiniWIG20 

Średnia (%)    4,7    6,4    2,0 
Średnia, r.n.p. w próbie (%)    2,4 – – 
Minimum (%) -14,7 -33,1 -42,9 
Minimum, r.n.p. w próbie (%) -15,6 – – 
VaR (0,05) (%) -10,6 -20,0 -17,4 
VaR (0,05), r.n.p. w próbie (%) -12,5 – – 
CVaR (0,05) (%) -12,5 -27,7 -29,1 
CVaR (0,05), r.n.p. w próbie (%) -14,3 – – 

 
Z tabeli 4 wynika, że wszystkie analizowane statystyki rozkładu najgorszego 

przypadku portfela stabilnego utrzymały się w całym okresie inwestycji. Warto-
ści statystyk portfela „kup i trzymaj” świadczą o konieczności rebalansowania  
w celu utrzymania charakterystyk rozkładu najgorszego przypadku uzyskanych 
w próbie. Za wyjątkiem średniej, wszystkie inne miary dały od 1,6 do 2,1 razy 
niższe wartości od tych uzyskanych dla rozkładu najgorszego przypadku. Z kolei 
wyniki inwestycji w jednostki indeksowe MiniWIG20 pokazują, że inwestowa-
nie w portfel stabilny może dać atrakcyjniejsze zwroty i ryzyko od tych ofero-
wanych przez portfel największych spółek. W tym przypadku dokładne porów-
nanie wyników inwestycji wymaga uwzględnienia kosztów transakcyjnych. 
 
 
Podsumowanie 
 

W pracy przedstawiono koncepcję rozkładu najgorszego przypadku stóp 
zwrotu aktywów finansowych, który wykorzystany w modelu Markowitza pozwala 
poza próbą otrzymać wyniki nie gorsze niż w próbie w sensie rozważanych 
wskaźników jakości. Rozkład najgorszego przypadku jest definiowany w oparciu 



Zastosowanie rozkładu najgorszego przypadku... 159 

o relację dominacji stochastycznej pierwszego rzędu. Zaprezentowane podejście 
zakłada, że rozkłady w przyszłości nie będą gorsze od rozkładu najgorszego 
przypadku. W ogólności to założenie nie musi być spełnione, dlatego warto ana-
lizować rozkłady najgorszego przypadku w odniesieniu do silnych fundamental-
nie spółek z długoterminowym potencjałem wzrostu. 

Proponowane podejście zostało zilustrowane wynikami eksperymentów ob-
liczeniowych dla wybranych akcji notowanych na Giełdzie Papierów Warto-
ściowych w Warszawie. Z 80 spółek wyłoniono 3 należące do różnych sektorów 
i branż z rozkładami najgorszego przypadku o dodatniej wartości oczekiwanej. 
Niewielka liczba wybranych spółek jest wynikiem konserwatywnego charakteru 
metody – branie minimów z kwantyli dla odbiegających od siebie rozkładów  
z dodatnimi wartościami oczekiwanymi może prowadzić do rozkładu z ujemną 
wartością oczekiwaną. W ramach dalszych badań można rozważać inne, mniej 
restrykcyjne podejścia do określenia rozkładu stanowiącego ograniczenie z dołu 
procesu stochastycznego stóp zwrotu. 
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CONSTRUCTION OF A STABLE PORTFOLIO OF FINANCIAL 
INVESTMENTS BY MEANS OF THE WORST-CASE DISTRIBUTION 

 
Summary: The basis of the portfolio selection is to determine the share of each financial 
asset. From a mathematical point of view, this issue boils down to portfolio optimization. 
This is a typical optimization problem solved by the Markowitz method, which maxim-
izes the expected rate of return and minimizes risk defined as the variance. The assump-
tions of the Markowitz model should ensure that the optimal portfolios are stable over 
time, i.e., they should be characterized by the absence of fluctuations in their shares, or 
in other words, the risk and the expected return should correspond to those estimated 
from the historical data. In practice, these assumptions are not met. To solve this prob-
lem, we define a certain time-invariant distribution bounding portfolio time series of 
returns from below. This distribution is based on the relation of stochastic dominance 
and is called the worst-case distribution. We test the validity of this approach by con-
ducting computational experiments on the real-life financial data from the Warsaw Stock 
Exchange. 
 
Keywords: investment portfolio, optimization, stability. 
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PROFILE PRODUKCYJNE PRODUCENTÓW 
ROLNYCH W REGIONACH FADN DLA POLSKI 

 
Streszczenie: Celem pracy jest identyfikacja profili produkcyjnych producentów rolnych 
w zależności od regionu, wielkości gospodarstwa i typu działalności. Profil produkcyjny 
jest charakteryzowany przez oszacowane parametry funkcji CES w postaci zagnieżdżonej 
dla wyróżnionych czynników produkcji, takich jak: kapitał, praca i ziemia.  

Podstawą analizy jest szacowanie funkcji produkcji dla wszystkich wariantów za-
gnieżdżeń czynników produkcji i wybór profilu produkcyjnego najlepiej dopasowanego do 
danych empirycznych. Badana jest dynamika profili produkcyjnych w latach 2004-2011 
oraz podobieństwo efektów otrzymywanych z profili produkcyjnych o zróżnicowanej 
strukturze i substytucji czynników produkcji. Dane do badania pochodzą z bazy FADN 
(Farm Accountancy Data Network). 

Stwierdzono, że w okresie 2004-2011 profile produkcyjne dla gospodarstw o różnej 
wielkości ekonomicznej oraz dla wyróżnionych typów działalności w poszczególnych 
regionach FADN, zmieniały się w sposób uniemożliwiający wskazanie reguł rządzących 
zmianami. Wskazano, że pomimo identyfikowania dla poszczególnych podzbiorów produ-
centów rolnych różnych profili produkcyjnych, jest możliwy pomiar podobieństwa tych 
profili ze względu na efekt działalności. Skala podobieństwa profili jest większa w odnie-
sieniu do typów działalności niż do wielkości ekonomicznej gospodarstw. 
 
Słowa kluczowe: typ producenta rolnego, mikroekonomiczna funkcja produkcji, miara 
podobieństwa profilu produkcyjnego. 
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Wprowadzenie 
 

Producenci rolni1, zależnie od warunków naturalnych, spodziewanych wa-
runków pogodowych, wielkości gospodarstwa rolnego oraz osobistych zaintere-
sowań stosują różne strategie produkcyjne. Strategie takie nie są artykułowane 
przez konkretnych producentów, ale uwidaczniają się w profilu produkcji go-
spodarstwa rolnego i sposobie wykorzystywania czynników produkcji. Badanie 
indywidualnych wyborów producentów rolnych nie jest możliwe bez odpowied-
nich zbiorów danych, a bez koniecznego uogólnienia nie jest konstruktywne.  

W niniejszej pracy podejmujemy zadanie identyfikacji przeciętnego profilu 
gospodarstwa rolnego. Zakładamy, że możliwym do obserwacji przejawem efek-
tu decyzji produkcyjnych producenta rolnego jest zależność między nakładami 
czynników produkcji a efektem procesu produkcyjnego. W ekonomii taką zależ-
ność nazywamy funkcją produkcji. Uogólnieniem indywidualnych wyborów jest 
oszacowana funkcja produkcji dla zdefiniowanych, jednorodnych grup produ-
centów rolnych. Zakładamy, że producenci rolni działający na danym obszarze  
i w danej wielkości gospodarstwie albo działający na danym obszarze i dla danej 
specjalizacji produkcyjnej podejmują decyzje, które są możliwe do modelowa-
nia, uśrednienia i interpretacji. Postać analityczna dopasowanej do danych funk-
cji produkcji oraz wartości parametrów wyznaczają tytułowy przeciętny profil 
produkcyjny. Wydaje się, że zarówno badanie zmienności profili produkcyjnych, 
jak i badanie ich podobieństwa dla określonych grup producentów pozwoli na 
poznanie wiodących strategii produkcyjnych co do struktury czynników produk-
cji i ich substytucji. 

Stosownie do danych, którymi dysponujemy, badamy profile produkcyjne 
dynamicznie, tzn. w latach 2004-2011. Dane o indywidualnych producentach 
rolnych użyte w analizie pochodzą z bazy Farm Accountancy Data Network 
(FADN). W części pracy poświęconej wykorzystywanym danym zdefiniujemy 
również przyjęty podział producentów rolnych ze względu na region prowadze-
nia działalności produkcyjnej, ekonomiczną wielkość gospodarstwa oraz rodzaj 
działalności.  

Szacowanie i interpretowanie funkcji produkcji producenta rolnego jest 
przedsięwzięciem stosowanym powszechnie w analizach sektora i ma bogatą 
literaturę. Sielska [2014] pokazała, że funkcja o stałej elastyczności substytucji 
czynników produkcji jest dobrze dopasowana do wymienionych danych, stąd 

                                                 
1  Badamy producentów rolnych, ponieważ struktura czynników produkcji jest efektem ich decyzji 

produkcyjnych, możliwości finansowych i preferencji. Niekiedy zamiennie, zamiast o produ-
cencie, będziemy pisać o gospodarstwie rolnym, nie tracąc z pola widzenia aspektu decyzyjnego.  
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naszą analizę ograniczymy wyłącznie do tego typu funkcji produkcji. Szacowa-
ne postaci analityczne funkcji są jednak zróżnicowane, a to z powodu badania 
różnego rodzaju zagnieżdżeń w wieloczynnikowej funkcji produkcji. Opis po-
staci funkcji oraz dyskusja sposobu interpretacji parametrów jest zawarta w części 
pracy poświęconej przedstawieniu stosowanych w pracy narzędzi analitycznych. 
W tej części pracy podajemy również najistotniejsze informacje o wybranej me-
todzie szacowania parametrów funkcji produkcji.  

Dwie różne ze względu na rodzaje zagnieżdżeń czynników produkcji i wartości 
oszacowanych parametrów funkcje produkcji mogą nie różnić się ze względu na 
efekt procesu produkcyjnego. Do porównania tego aspektu profilu produkcyjne-
go stosujemy miarę podobieństwa funkcji zaproponowaną przez Dorosiewicza  
i Michalskiego [1998]. 

Główna część opracowania jest poświęcona prezentacji wyników analizy 
przeciętnych profili produkcyjnych. Ponieważ w tak krótkim opracowaniu nie 
jest możliwe pokazanie wszystkich wyników obliczeń koncentrujemy się na 
następujących zagadnieniach: 
− zmienność bądź konwergencja profili produkcyjnych w czasie, 
− zmienność bądź konwergencja profili produkcyjnych w przestrzeni. 

W podsumowaniu, oprócz syntezy wyników analizy, staramy się nakreślić kie-
runki przyszłych badań zróżnicowania profili produkcyjnych producentów rolnych. 
 
 
1. Dyskryminacja zbioru producentów rolnych 
 

W tej części pracy przedstawimy podstawowe cechy informacji gromadzo-
nych w bazie FADN, okres analizy oraz zdefiniujemy badane grupy producentów.  
 
 

1.1. FADN  
 

FADN (Farm Accountancy Data Network) stanowi system zbierania i wy-
korzystywania danych rachunkowych z gospodarstw rolnych. FADN, którego 
historia datuje się od 1965 r., funkcjonuje w każdym kraju członkowskim UE,  
a zbierane dane są reprezentatywne dla typu rolniczego, wielkości ekonomicznej 
oraz położenia gospodarstwa rolnego.  

Do analizy wybrano następujące zmienne reprezentujące czynniki wytwór-
cze dla lat 2004-2011:  
− praca (L) – czas pracy ogółem (suma czasu pracy świadczonej w gospodar-

stwie nieodpłatnie, głównie przez członków rodziny oraz czasu pracy najem-
nej, wyrażona w godzinach),  

− ziemia (Z) – całkowita powierzchnia użytków rolnych (z wyłączeniem m.in. 
ziemi dzierżawionej na okres krótszy niż jeden rok, wyrażona w hektarach), 
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− kapitał (K) – nakłady kapitału odzwierciedlane przez wartość aktywów ogó-
łem (suma aktywów trwałych i obrotowych, wyrażona w zł). 

Produkcja (Y) reprezentowana jest przez wartość produkcji ogółem, będącą 
sumą produkcji roślinnej, zwierzęcej oraz pozostałej (w zł). 

Każdy z krajów członkowskich jest podzielony na regiony, przy czym niektó-
re państwa traktowane są jako jeden region (np. Cypr, Dania). W Polsce wyróżnia 
się następujące cztery regiony, obejmujące województwa: Pomorze i Mazury – 
woj. lubuskie, pomorskie, warmińsko-mazurskie i zachodniopomorskie, Wielko-
polska i Śląsk – woj. dolnośląskie, kujawsko-pomorskie, opolskie oraz wielkopol-
skie, Mazowsze i Podlasie – woj. lubelskie, łódzkie, mazowieckie i podlaskie oraz 
Małopolska i Pogórze – woj. małopolskie, podkarpackie, śląskie i świętokrzyskie. 
 
 
1.2. Producenci ze względu na wielkość ekonomiczną 
 

Wielkość ekonomiczną gospodarstwa rolnego wyznacza się na podstawie 
wartości parametru Standardowej Produkcji (Standard Output, SO). W celu wy-
znaczenia SO oblicza się wartość uzyskiwanej w ciągu roku produkcji określonego 
typu z jednego hektara lub jednego zwierzęcia. W tym procesie wykorzystywane 
są średnie z pięciu lat, co ma służyć wyeliminowaniu wahań sezonowych [Płon-
ka i in., 2015; Bocian, Cholewa i Tarasiuk, 2014]. 

W pracy wykorzystaliśmy grupowanie według klasyfikacji ES6, w której 
gospodarstwa zaliczane są do jednej z sześciu klas zgodnie z wartościami Stan-
dardowej Produkcji przedstawionymi w tabeli 1. Ze względu na niedostateczną 
liczebność gospodarstw należących do niektórych grup w wybranych latach i regio-
nach, z próby wyłączono klasy „bardzo małe” i „bardzo duże”. 
 
Tabela 1. Klasy wielkości ekonomicznej i liczba obserwacji w badaniu 
 

Rok 
Klasa  
wielkości  
ekonomicznej ES6 

2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

Bardzo małe 
(2000 ≤ € < 8000) 

- - - - - - - - 

Małe (8000 ≤ € < 25 000) 4672 4827 4731 4191 4155 4105 4272 3898 
Średnio małe  

(25 000 ≤ € < 50 000) 
3106 3199 3279 2647 2666 2673 3104 2830 

Średnio duże 
(50 000 ≤ € < 100 000) 

1547 1682 1755 1318 1344 1441 1752 1602 

Duże 
(100 000 ≤ € < 500 000) 

594 696 768 552 554 560 832 633 

Bardzo duże (€>=500 
000) 

- - - - - - - - 

 
Źródło: Klasy wielkości ekonomicznej za: Bocian, Cholewa, Tarasiuk [2014, s. 42], opracowanie własne na 

podstawie danych FADN. 
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1.3. Producenci ze względu na rodzaj działalności 
 

Wartość Standardowej Produkcji jest również wykorzystywana do określe-
nia rodzaju działalności gospodarstwa, tzw. typu rolniczego. Kryterium, na pod-
stawie którego klasyfikowane są gospodarstwa, jest wielkość udziału standar-
dowej produkcji danego rodzaju w całkowitej wartości produkcji.  

W pracy skorzystaliśmy z klasyfikacji TF8, zgodnie z którą gospodarstwo 
przyporządkowane jest do jednej z ośmiu specjalizacji: uprawy polowe; uprawy 
ogrodnicze; winnice; uprawy trwałe; krowy mleczne; zwierzęta trawożerne; zwie-
rzęta ziarnożerne oraz produkcja mieszana [Płonka i in., 2015; Bocian, Cholewa 
i Tarasiuk, 2014]. Podobnie jak w przypadku wielkości ekonomicznej, z powodu 
niedostatecznej liczebności producentów należących do niektórych grup w wy-
branych latach i regionach, analizowaliśmy jedynie cztery typy produkcyjne. 
Odpowiednie liczebności podano w tabeli 2. 
 
Tabela 2. Liczba obserwacji wg rodzaju działalności 
 

Rok 
Typ 

2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 

Uprawy polowe 1405 1610 1676 1453 1698 1699 2045 1921 
Krowy mleczne 1969 2167 2183 1976 2100 2094 2319 2092 

Zwierzęta ziarnożerne 1634 1812 1955 1481 1266 1377 1600 1347 
Mieszane 5185 5214 4944 4010 3819 3605 3855 3446 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie danych FADN. 
 
 
2. Narzędzia analizy profili produkcyjnych 
 

Niniejsza część pracy jest poświęcona zaprezentowaniu narzędzi analizy 
profili produkcyjnych. Szczególną uwagę zwracamy na wybraną funkcję pro-
dukcji, metodę szacowania jej parametrów oraz sposób pomiaru podobieństwa 
wieloczynnikowych funkcji produkcji. Czynnikami produkcji w funkcji produk-
cji producenta rolnego, branymi pod uwagę w naszej analizie, są, jak zdefinio-
wano w poprzedniej części opracowania, kapitał (K), ziemia (Z) oraz praca (L).  
 
 
2.1. Funkcja produkcji o stałej elastyczności substytucji czynników 
 

Cobb i Douglas [1928] jako pierwsi zaproponowali do analizy procesu pro-
dukcyjnego pewną funkcję, znaną i powszechnie używaną do dzisiaj. W orygi-
nalnym sformułowaniu jest to funkcja odwzorowująca wpływ dwóch czynników 
produkcji na wielkość produkcji. Funkcja Cobba-Douglasa jest jednorodną funkcją 
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o stałych elastycznościach produktu względem czynników produkcji, a elastycz-
ność substytucji2 jest stała i równa ߪ = 1.  

Arrow, Chenery, Minhas i Solow [1961] uogólnili funkcję Cobba-Douglasa 
i wyprowadzili dwuczynnikową funkcję produkcji, zwaną dzisiaj potocznie3 
funkcją CES (Constant Elasticity of Substitution) postaci ܻ = ఘିܭߜሾߛ + (1 −  ,	ఘሿିఔఘିܮ(ߜ
gdzie ܻ – produkt, ܭ, ߛ ,czynniki produkcji – ܮ > 0 – parametr skali produkcji, 0 < ߜ < 1 – parametr struktury czynników produkcji, ߥ > 0 – parametr przy-
chodów skali, wyznaczający stopień jednorodności funkcji, ߩ > −1, ߩ ≠ 0 – 
parametr substytucji czynników produkcji. Funkcja Arrowa i in. (ACMS) jest 
uogólnieniem kilku funkcji produkcji4.  

Nic nie stoi na przeszkodzie, aby rozpatrywać więcej niż dwa czynniki pro-
dukcji. Takie uogólnienie funkcji ACMS podaje Uzawa [1962] oraz McFadden 
[1963]. Sielska [2014] pokazuje, że dla modelowania zachowań producentów 
rolnych na podstawie danych indywidualnych dobrze dopasowane statystycznie 
są uogólnienia funkcji ACMS odmienne od uogólnienia Uzawy. W formułowa-
nym modelu rozpatruje się co prawda trzy czynniki produkcji, ale funkcja pro-
dukcji jest funkcją ܴଶ → ܴଵ. Zabieg, który sprowadza zależność trójczynnikową 
do dwuczynnikowej, nosi w literaturze nazwę zagnieżdżenia dwupoziomowego 
[Sato, 1967]. Pomysł Sato jest często wykorzystywany [Kemfert5, 1998; Caselli 
i Coleman, 2002]. Testujemy trzy możliwe warianty zagnieżdżeń: 

(wariant LZK) ܻ = ߛ ൤ߜ)ߜଵିܮఘభ + (1 − ି(ଵ)ܼିఘభߜ ഐഐభ + (1 −  ,	ఘ൨ିഌഐିܭ(ߜ
(wariant ZKL) ܻ = ߛ ൤ߜ)ߜଵܼିఘభ + (1 − ି(ఘభିܭ(ଵߜ ഐഐభ + (1 −  ,	ఘ൨ିഌഐିܮ(ߜ

                                                 
2  Elastyczność substytucji mierzy wpływ jednostkowej względnej zmiany krańcowej stopy tech-

nicznej substytucji jednego czynnika przez drugi (np. pracy przez kapitał) na odwrotność 
współczynnika technicznego uzbrojenia pracy. W przypadku funkcji Cobba-Douglasa krańcowa 
stopa technicznej substytucji pracy przez kapitał jest liniową funkcją technicznego uzbrojenia 
pracy. W interpretacji geometrycznej elastyczność substytucji mierzy stopień krzywizny (wy-
pukłości) izokwanty funkcji produkcji. 

3  Ta nazwa nie identyfikuje jednoznacznie funkcji produkcji, ponieważ oprócz ACMS jest zna-
nych i stosowanych w badaniach wiele funkcji o stałej elastyczności substytucji. 

4  Można udowodnić [Żółtowska, 1997], że dla ߩ → 0 funkcja Arrowa i in. zbiega do funkcji 
Cobba-Douglasa, dla ߩ → −1 – zbiega do liniowej funkcji produkcji i ߪ → ∞, zaś dla ߩ → ∞ – 
zbiega do Leontiewa funkcji produkcji i ߪ = 0. 

5  W pracy Kemfert funkcje produkcji są zdynamizowane przez uwzględnienie czynnika postaci exp	(ݐߣ), gdzie ߣ jest parametrem, a ݐ zmienną odwzorowującą upływ czasu. 
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(wariant KLZ) ܻ = ߛ ൤ߜ)ߜଵିܭఘభ + (1 − ି(ఘభିܮ(ଵߜ ഐഐభ + (1 −  .	ఘ൨ିഌഐିܼ(ߜ
W wariancie LZK kapitał jest traktowany jako jeden z dwóch podstawo-

wych czynników produkcji, wymienny z drugim czynnikiem, który jest zagnież-
dżoną funkcją pracy i ziemi. Oznacza to bezpośrednią substytucję między pracą 
a ziemią. Należy stwierdzić, że kapitał występuje na pierwszym poziomie za-
gnieżdżenia, a praca i ziemia – na drugim. Analogicznie można zinterpretować 
postaci analityczne wariantów ZKL oraz KLZ. Zagnieżdżanie umożliwia utrzy-
manie stałej elastyczności substytucji między agregatem a wyróżnionym czyn-
nikiem produkcji. Warto zauważyć, że propozycja szacowania zagnieżdżonych 
funkcji produkcji nie zmniejsza ogólności rozważań. Otrzymanie wartości osza-
cowań parametrów ߩ = -ଵ będzie wskazywać na konieczność interpretacji nieߩ
zagnieżdżonej funkcji produkcji. 

Można oczekiwać, że w trakcie szacowania parametrów zagnieżdżonej 
funkcji produkcji w każdej grupie producentów rolnych, ujawniać się będą jako 
najlepiej dopasowane w danym roku inne jej warianty. To zjawisko można inter-
pretować jako zmianę przeciętnego profilu produkcyjnego danej grupy producen-
tów. Na tym etapie badań nad profilami produkcyjnymi nie dyskutuje się o innych 
szczegółowych zagadnieniach związanych z funkcjami produkcji o stałej ela-
styczności substytucji, np. różnicach w interpretacji elastyczności Allena/Uzawy 
czy Morishimy [Blackorby i Russell, 1989].  
 
 
2.2. Szacowanie parametrów mikroekonomicznej funkcji produkcji 
 

Szacowanie parametrów funkcji produkcji postaci ACMS jest przedsię-
wzięciem niebanalnym z ekonometrycznego punktu widzenia. Mamy do czynie-
nia z modelem ściśle nieliniowym względem parametrów. Do szacowania war-
tości parametrów takiego modelu6 na podstawie danych używa się zazwyczaj 
nieliniowej metody najmniejszych kwadratów (NMNK) lub metody największej 
wiarygodności. Gdy stosuje się pierwszą z wymienionych metod, poszukuje się 
takich wartości parametrów modelu, które minimalizują sumę kwadratów reszt. 
Jak widać, idea jest identyczna z podejściem do modeli liniowych względem 
parametrów, ale jej implementacja w przypadku modeli nieliniowych jest niepo-
równanie trudniejsza numerycznie, ponieważ sprowadza się do poszukiwania 
                                                 
6  Szacowanie parametrów nie jest jedyną drogą do nadania parametrom wartości liczbowych. 

Innym sposobem jest tzw. kalibracja, mająca zastosowanie częściej w pracach makroekono-
micznych niż mikroekonomicznych [Growiec, 2012]. 
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rozwiązania najkorzystniejszego zadania optymalizacji nieliniowej. W przypad-
ku relacjonowanego badania trudność optymalizacji jest zwiększona na skutek 
wykorzystywania danych mikroekonomicznych. 

Znane i stosowane są liczne procedury numeryczne poszukiwania minimum 
funkcji wielu zmiennych. Sielska [2014] porównuje skuteczność szacowania 
parametrów zagnieżdżonej funkcji ACMS metodami: Levenberga-Marqurdta, 
gradientu sprzężonego, Newtona, Broydena-Fletchera-Goldfarba-Shanno (BFGS), 
BFGS z ograniczoną pamięcią, PORT, Neldera-Meada, symulowanego wyżarzania 
(Simulated Annealing) oraz ewolucji różnicowej (Differential Evolution). Z cy-
towanego badania wynika, że metoda ewolucji różnicowej jest stabilna nume-
rycznie i dobrze sprawdza się w przypadku danych indywidualnych. Ponadto, 
zgodnie z [Mishra, 2007] (za: [Henningsen, Henningsen, 2014]) można stwierdzić, 
że uznaje się ją za bardziej efektywną od innych, zbliżonych metod, np. symu-
lowanego wyżarzania. Uzyskane za jej pomocą modele są interpretowane jako 
funkcje o stałej elastyczności substytucji. 

Metoda DE należy do metod obliczeniowych sztucznej inteligencji7. Od 
czasu powstania [Storn i Price, 1997] jest intensywnie rozwijana [Price, Storn  
i Lampinen, 2005] oraz są ujawniane jej liczne skuteczne zastosowania [Feoki-
stov, 2006]. DE jest metodą przeznaczoną do poszukiwania punktu wartości 
minimalnej funkcji ciągłej wielu zmiennych. Jako procedura optymalizacji glo-
balnej gwarantuje uniknięcie zatrzymania procesu minimalizacji wartości funk-
cji w optimum lokalnym, co czyni jej zastosowanie w rozważanej sytuacji sza-
cowania parametrów funkcji produkcji na podstawie danych indywidualnych 
tym bardziej uzasadnionym. 

Obliczenia, których rezultaty są podstawą analizy przeprowadzonej w tym 
opracowaniu, wykonano w pakiecie ‘micEconCES’, będącym składowym opro-
gramowania open source R. 
 
 
2.3. Miara podobieństwa profili produkcyjnych 
 

Badanie profili producentów rolnych jest dokonywane według różnych kry-
teriów i według zróżnicowanej metodyki. Jak wspomnieliśmy w poprzedniej 
części pracy, jednym z możliwych sposobów analizy jest krytyczna interpretacja 
oszacowań funkcji produkcji. Drugim sposobem porównania profili produkcyj-
                                                 
7  Wydaje się, że nie ma potrzeby rozwijania tematu podziału metod numerycznych, nazywanych 

potocznie metodami sztucznej inteligencji. Dyskusje, czy dana procedura jest algorytmem gene-
tycznym, czy algorytmem ewolucyjnym, są przedmiotem zainteresowania innej dyscypliny na-
ukowej [Michalewicz i Fogel, 2006].  
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nych, dającym obraz bardziej syntetyczny od poprzedniego, jest zbadanie cało-
ściowego podobieństwa oszacowanych funkcji produkcji definiujących profile 
produkcyjne. Narzędziem, które zastosujemy, jest miara podobieństwa funkcji 
zaproponowana przez Dorosiewicza i Michalskiego [1998]. Podstawą konstruk-
cji miary jest intuicja badania wartości cosinusa kąta zawartego między stycznymi 
do wykresów porównywanych funkcji przy jednoczesnym wzięciu po uwagę 
różnic monotoniczności w danym punkcie. Miara jest unormowana i przyjmuje 
wartości z przedziału <-1,1> oraz jest symetryczna i zwrotna, tzn. funkcja f jest 
podobna do siebie samej i miara podobieństwa jest wtedy równa 1. Aby nie epa-
tować Czytelnika skomplikowanym wywodem, przytoczymy za twórcami miary 
kilka wzorów, które dają jasny obraz zasad jej konstrukcji. Niech: ݂, ݃: ܴଵ → ܴଵ – 
funkcje różniczkowalne. Wartość miary podobieństwa S w punkcie x jest okre-
ślona następująco: ܵ(݂, (ݔ)(݃ = หଵା௙ᇲ(௫)∙௚ᇲ(௫)หඥ(ଵାሾ௙ᇲ(௫)ሿమ)(ଵାሾ௚ᇲ(௫)ሿమ) ∙ Θሾ݂ᇱ(ݔ) ∙ ݃ᇱ(ݔ)ሿ, 
gdzie Θ(ܽ) = (ܽ)݊݃݅ݏሾ2݊݃݅ݏ + 1ሿ. 

Wartość miary podobieństwa dwóch funkcji na przedziale liczbowym [a, b] 
jest równa ܵሾ௔,௕ሿ(݂, ݃) = 	 limఉ→௕ష,ఈ→௔శ ߚ1 − න	ߙ ܵ(݂, ఉݔ݀(ݔ)(݃

ఈ 	. 
Naturalnym uogólnieniem jest także określenie wartości miary na dowolnym 

zbiorze ܺ z ܴଵ. Gdy ߴ jest nieujemną i ograniczoną miarą na pewnej ߪ-algebrze ℳ podzbiorów zbioru ܺ, wtedy ܵ௑(݂, ݃) = 	 න(ܺ)ߴ1 ܵ(݂, ௑(ܺ)ߴ݀(ݔ)(݃ 	. 
W przypadku referowanego badania istnieje potrzeba badania podobieństwa 

funkcji wielu zmiennych. Załóżmy, że: ݂, ݃: ܴ௡ → ܴଵ – funkcje różniczkowalne 
oraz ݔ = ,ଵݔ) ,ଶݔ … ,  ௡). Wartość miary podobieństwa funkcji w punkcie jestݔ
teraz określona następująco: ܵ(݂, (ݔ)(݃ = ଵ௡∑ ฬଵାങ೑ങೣ೔(௫)∙	 ങ೒ങೣ೔(௫)ฬඨቈଵା൬ ങ೑ങೣ೔(௫)൰మ቉ቈଵା൬ങ೒ങೣ೔(௫)൰మ቉

௡௜ୀଵ 	 ∙ Θ ቀడ௙డ௫೔ (ݔ) ∙ డ௚డ௫೔  .ቁ(ݔ)

Uogólnienie na przedział i podzbiór przestrzeni ܴ௡ przebiega analogicznie 
jak w przypadku przestrzeni ܴଵ. Widać, że efektywne obliczenie wartości miary 
w przypadku rozpatrywanych funkcji produkcji wymaga całkowania na pod-
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zbiorach przestrzeni ܴଶ będących prostokątami, których współrzędne określa 
zakres zmienności czynników produkcji dla rozpatrywanej grupy producentów 
rolnych. Obliczenia wykonano w pakietach open source Maxima i R. 
 
 
3. Wyniki analizy 
 

Oszacowano parametry funkcji produkcji omówionych w punkcie 2.1 w trzech 
wariantach LZK, ZKL oraz KLZ dla Polski ogółem, każdego z 4 regionów 
FADN i każdego wyróżnionego typu produkcyjnego a także dla każdego z 4 regio-
nów i 3 klas wielkości gospodarstw: „małe”, „średnio małe” oraz „średnio duże”. 
Dla producentów rolnych z klasy wielkości „duże” oszacowano, ze względu na 
wielkość próby, tylko model dla Polski ogółem. Funkcję produkcji ze względu 
na wariant zagnieżdżenia czynników produkcji traktujemy jako uśredniony pro-
fil producenta rolnego w zadanej dyskryminacji. Analizujemy profile produkcyj-
ne ze względu na zmiany w rodzajach zagnieżdżenia w latach 2004-2011 oraz ze 
względu na podobieństwo pod względem dopasowania do danych empirycznych 
i skutków produkcyjnych. Dopasowanie do danych empirycznych oceniamy na 
podstawie wartości współczynników determinacji. Okazuje się, że oszacowane 
profile produkcyjne dla podziału według typu działalności producenta są znacz-
nie lepiej dopasowane do danych empirycznych niż profile produkcyjne wyróż-
nione ze względu na wielkość ekonomiczną tego producenta. Zanim przejdzie-
my do syntetyzowania wyników obliczeń zinterpretujemy oszacowania dwóch 
przykładowych profili produkcyjnych. 
 
 
3.1. Profile produkcyjne produkcji mieszanej  

w Małopolsce i na Pogórzu 
 

Z wielu oszacowanych modeli funkcji produkcji wybraliśmy dwie jako 
przykład zmian profili produkcyjnych w danym regionie FADN oraz dla danego 
typu producentów rolnych (tabela 3). Miarą dopasowania profili do danych em-
pirycznych jest współczynnik determinacji ܴଶ. Co prawda w przypadku modeli 
nieliniowych, wartości przyjmowane przez ten współczynnik mogą wybiegać 
poza przedział <0, 1>, ale jak pisze Greene [2000, s. 420], mimo tej niedogod-
ności, współczynnik determinacji jest nadal dobrą miarą dopasowania nielinio-
wego modelu ekonometrycznego do danych.  
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Tabela 3. Profile produkcyjne producentów rolnych w regionie Małopolska i Pogórze 
dla produkcji mieszanej w latach 2004 i 2011 

 

Parametr 2004 2011 
Wariant zagnieżdżenia LZK ZKL 

Skala produkcji (ߛ) 2132,258 371,433 
Struktura czynników na I poziomie zagnieżdżenia (ߜ)     0,946       0,908 

Struktura czynników na II poziomie zagnieżdżenia (ߜଵ)     0,601       0,468 
Substytucja na I poziomie zagnieżdżenia (ߩ)    -0,094-      0,245 

Substytucja na II poziomie zagnieżdżenia (ߩଵ)     7,759       5,441 
Przychody skali (ߥ)     1,122       0,999 

Współczynnik determinacji     0,781       0,854 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie danych FADN. 
 

Dopasowanie obu profili produkcyjnych do danych empirycznych jest za-
dowalające. W 2004 r. czynnikiem produkcji na I stopniu zagnieżdżenia był 
kapitał (K), natomiast praca (L) występowała wspólnie z ziemią (Z) na II stopniu 
zagnieżdżenia. Czynnik łączny wypełniał około 90%, a kapitał około 10% w struk-
turze czynników produkcji. Na II stopniu zagnieżdżenia praca miała około 60% 
udziału w czynniku łącznym, a ziemia około 40%. W 2011 r. – końcowym roku 
badanego okresu – czynnikiem łącznym było połączenie ziemi i kapitału, nato-
miast praca stanowiła już czynnik odrębny, ale z udziałem tylko około 5% w struk-
turze czynników produkcji. Czynnik łączny (ziemia i kapitał) wyczerpywały 
pozostałe 95%, i ich udziały były zbliżone, z lekką przewagą kapitału. W 2004 r. 
gospodarowano w realiach stałych przychodów skali, co oznacza, że równo-
mierne zwiększanie zaangażowania czynników produkcji pozwalało na podobne 
zwiększenie efektów. W 2011 r. sytuacja dla gospodarujących w typie miesza-
nym produkcji rolnej była korzystniejsza. Równomierne zwiększanie zaangażo-
wania czynników produkcji dawało wzrost produkcji o około 12% większy niż 
tempo wzrostu zaangażowania czynników. W 2004 r. praca była bezpośrednim 
substytutem ziemi z małą elastycznością substytucji, podobnie mała elastycz-
ność substytucji miała miejsce w przypadku ziemi i kapitału – bezpośrednich 
substytutów w 2011 r. W obu porównywanych latach elastyczność substytucji na 
I stopniu zagnieżdżenia była zbliżona do jedności. Oznacza to podobną co do 
wartości elastyczność substytucji między czynnikiem łącznym pracą i ziemią a kapi-
tałem w 2004 r. oraz ziemią i kapitałem a pracą w 2011 r.  

Z przeprowadzonego porównania możemy wyciągnąć wniosek, że w okre-
sie 2004-2011 rola pracy jako czynnika produkcji w rozpatrywanej grupie pro-
ducentów rolnych zmalała, a rola kapitału wzrosła. Jednocześnie opłacalne stało 
się zwiększanie zaangażowania wszystkich czynników produkcji z powodu ro-
snących efektów skali. 



1

g
n
n
D
p
 

 
R

 
Ź
 

z
r
s
j
(
z
w
 
 
3
 

r
t
z
K
d
z

172

gnie
nie 
nyc
Dla
para

Rys

Źród

z ró
ram
sub
jest 
(pra
zag
w z

3.2.

roln
tów
zróż
Każ
dan
zaw

2 

W
eżd
cec
h b

a ut
ame

s. 1. 

dło: O

W
óżny

metre
styt

pa
awa
nie

zagn

. Zm

Pr
nych

w ro
żnic
żdor
nych
wier

ν

W p
dżeń
cho

była
trzy
etru

Zm
czę

Opra

W pr
ych
em 
tucj
aram
a cz
żdż

nież

mia

rzed
h d
lny
cow
raz
h zg
rają 

poda
ń i s
owa
a on
yma
u sk

mien
ęść l

cowa

rzyp
h la

pro
ji c
met
zęść
żeń.
żdże

any

dsta
dla c
ych 
wan
ow
god
tab

ρ

any
stru
ała d
na zn
ania
kali 

nnoś
lew

anie 

pad
at dl
ofili
zyn
tr p
ć ry
. W
eniu

y pr

awim
całe
oce

nych
o, s

dnie
bele

-0

0

0

1

1

2

2

ym 
uktu
duż
nac
a je
pro

ść p
wa, z

wła

dku 
la t
i o 
nnik
przy
ysun

Wzgl
u. 

rof

my 
ego
enia
h z
spo
e z 
e 4 i

0,500

0,000

0,500

,000

,500

,000

,500
δ

Po
W
M
M

prz
ury 
ża z
cząc
ego
odu

param
zwie

sne n

typ
tego
naj

ków
ych
nku
lędn

fili p

tera
o ok
aliś

ze w
śró
wa

i 5.

δ1

omorze
Wielkopo

ałopols
azowsz

T

zyk
zaa
zmi
ca. W
 pr

ukcj

met
erzę

na po

pu „
o sa
jwię

w w
odó

u) da
nie 

pro

az w
kres
my
wzg
d tr
arto
  

e i Mazu
olska i Ś
ska i Po
ze i Pod

Tom

kład
anga
enn
Wyb
rzej
i. 

trów
ęta z

odsta

„up
ame
ększ

w za
ów 
ane
sta

odu

wyn
su 2
y do
ględ
rzec
ości

ρ1

ury 200
Śląsk 2
ogórze 
dlasie 2

masz

dzie 
ażo
ność
bra
jrzy

w wy
ziarn

awie

praw
ego
zej 

agni
ska

e po
ały j

ukc

niki
2004
opas
du 
ch w
ią w

1

04 KLZ
005 KL
2010 K

2011 KL

z Ku

pr
owan
ć. W

ane 
ysto

ybra
noż

e dan

wy 
o wa

zm
ieżd
ali. 

ocho
jest

cyjn

i ba
4-2
sow
na 
war
wsp

δ

Z
KLZ
LZ

usz

rofi
nia 
W p
osz

ości 

any
erne

nych 

pol
aria

mien
dżen

W
odz
t tyl

nyc

adan
2011
wan

sp
rian
półc

ews

li p
czy

przy
zaco

zr

ych p
e –

FAD

low
antu
nnoś
niu

W pr
zą z
lko 

ch w

nia 
1. D

nie t
osó

ntów
czyn

ski,

pro
ynn
ypa
owa
rezy

prof
czę

DN.

we” 
u za
ści 

u. Pa
rzy

z ró
par

w cz

zm
Dla 
trze
ób 
w w
nnik

 Ag

duk
nikó
adka
ane 
ygn

fili p
ść p

(lew
agn
jest
aram

ypad
żny
ram

zas

ian 
każ

ech 
zag

wybi
ka 

gata

kcyj
ów p
ach
pro

now

prod
praw

wa 
nież
t pa
met
dku
ych 
metr

sie i

pro
żde
wa

gnie
iera
det

a Sie

jny
pro

h inn
ofile

wano

duk
wa 

czę
żdże
aram
trem

u ty
lat

r str

i pr

ofili
ej w
arian
eżdż
aliśm
term

ν

elsk

ych,
oduk
nyc
e pr
o z

kcyjn

ęść 
eń c
met
m o
ypu 
t i d
rukt

rze

i pr
wyró
ntów
żan
my

mina

ρ

ka 

 po
kcji
ch g
rodu
z uw

nyc

ry
czy
tr o
o na

„z
doty
tury

strz

rodu
óżn
w p

nia 
y naj
acji

oza
i, w
grup
ukc
wzg

ch: u

sun
nni
kre

ajmn
zwie
yczą
y cz

zen

ukcy
nion
prof
czy

ajlep
i. R

-1,00

-0,50

0,00

0,50

1,00

Po
Wi
Ma
Ma

od
wart

p p
cyjn
ględ

upra

nku)
ików
ślaj
niej
erzę
ą in
zyn

ni 

yjny
nej g
filu
ynn
piej
Rezu

00

00

00

00

00
δ1

morze 
ielkopo
ałopols
azowsz

dmi
tośc
prod
ne il
dnie

awy

) da
w p
jący
jsze
ęta 
nnyc
nnik

ych
gru

u pr
nikó

 do
ulta

i Mazu
olska i Ś
ska i Po
ze i Pod

ienn
ci pa
duc
lust
enia

y pol

ane
prod
y el
ej z
zia

ch w
ków

h pr
upy 
rodu
ów 
opas
aty 

ury 200
Śląsk 20
ogórze 2
dlasie 2

noś
aram
ent
truje
a w

low

 po
duk
lasty
zmie
arno
war

w pr

odu
pro

ukc
pro

sow
por

ρ1

4 KLZ 
005 ZKL
2009 ZK
011 KL

ścią 
met
ów 
e ry

wart

we – 

ocho
kcji.
ycz
enn
oże
rian
odu

ucen
odu
yjn

odu
wany
rów

δ

L
KL
Z

za
trów
rol

ys. 1
tośc

odz
. Pa
noś

nośc
erne
ntów
ukcj

ntów
ucen
nego
kcj
y d

wna

δ

a-
w 
l-
1. 
ci 

zą  
a-
ść 
ci 
e” 
w 
ji 

w 
n-
o, 
i. 

do 
ań 



Profile produkcyjne producentów rolnych... 173 

Tabela 4. Profile produkcyjne producentów rolnych w Polsce i regionach według klasy 
wielkości producentów rolnych w latach 2004-2011 

 

Regiony 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 
Małe 

POLSKA ZKL LZK KLZ LZK LZK KLZ LZK ZKL 
Pomorze i Mazury LZK ZKL LZK LZK ZKL LZK KLZ ZKL 
Wielkopolska i Śląsk LZK KLZ KLZ KLZ ZKL KLZ ZKL ZKL 
Mazowsze i Podlasie LZK ZKL LZK LZK ZKL KLZ KLZ LZK 
Małopolska i Pogórze KLZ ZKL ZKL ZKL LZK ZKL KLZ KLZ 

Średnio małe 
POLSKA ZKL LZK LZK KLZ ZKL LZK KLZ LZK 
Pomorze i Mazury LZK ZKL LZK ZKL LZK KLZ LZK LZK 
Wielkopolska i Śląsk LZK ZKL ZKL ZKL KLZ KLZ ZKL ZKL 
Mazowsze i Podlasie LZK LZK LZK LZK KLZ ZKL ZKL ZKL 
Małopolska i Pogórze LZK KLZ ZKL LZK LZK KLZ LZK ZKL 

Średnio duże 
POLSKA ZKL ZKL LZK ZKL ZKL ZKL KLZ ZKL 
Pomorze i Mazury ZKL LZK LZK ZKL LZK LZK LZK ZKL 
Wielkopolska i Śląsk LZK ZKL ZKL ZKL KLZ LZK LZK ZKL 
Mazowsze i Podlasie LZK ZKL ZKL LZK LZK KLZ ZKL KLZ 
Małopolska i Pogórze LZK ZKL LZK LZK ZKL LZK LZK LZK 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie danych FADN. 
 

W zmienności profili produkcyjnych trudno dostrzec prawidłowości zmian 
w czasie. Reguły wyboru w regionach w zależności od wielkości ekonomicznej 
są łatwiejsze do ustalenia. W przypadku producentów małych każdy z trzech 
wariantów profili produkcyjnych jest identyfikowany w latach 2004-2011 tak 
samo często. W przypadku producentów średnio małych i średnio dużych liczba 
wyborów wariantu ZKL jest taka sama, jak w przypadku producentów małych,  
a liczba wyborów wariantu LZK wzrasta kosztem liczby wyborów wariantu 
KLZ. Oznacza to, że im większy producent rolny, tym ważniejsza staje się bez-
pośrednia substytucja między kapitałem a innymi czynnikami produkcji.  

Trudność w rozpoznaniu prawidłowości w czasie zmian profili produkcyj-
nych może wynikać ze zbyt małej liczby obserwacji zmienności warunków go-
spodarowania w zależności od wielkości producenta oraz zmian wynikających  
z przystosowania się producentów do uwarunkowań powstałych po wstąpieniu 
Polski do Unii Europejskiej.  

Porównamy teraz zmienność profili produkcyjnych ze względu na typ dzia-
łalności producenta rolnego. Odpowiednie dane zawiera tabela 5.  
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Tabela 5. Profile produkcyjne producentów rolnych w Polsce i regionach według typu 
działalności producentów rolnych w latach 2004-2011 

 

Regiony 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 
Uprawy polowe 

POLSKA LZK LZK LZK ZKL ZKL ZKL KLZ LZK 
Pomorze i Mazury ZKL ZKL KLZ KLZ ZKL ZKL ZKL KLZ 
Wielkopolska i Śląsk LZK LZK LZK LZK ZKL KLZ KLZ ZKL 
Mazowsze i Podlasie ZKL ZKL ZKL ZKL ZKL ZKL KLZ LZK 
Małopolska i Pogórze LZK KLZ KLZ LZK ZKL ZKL KLZ ZKL 

Krowy mleczne 
POLSKA LZK LZK LZK LZK LZK LZK KLZ ZKL 
Pomorze i Mazury ZKL LZK KLZ ZKL ZKL ZKL LZK ZKL 
Wielkopolska i Śląsk LZK LZK ZKL ZKL ZKL LZK ZKL LZK 
Mazowsze i Podlasie ZKL KLZ ZKL KLZ KLZ ZKL ZKL ZKL 
Małopolska i Pogórze ZKL LZK ZKL LZK ZKL LZK KLZ LZK 

Zwierzęta ziarnożerne 
POLSKA KLZ ZKL KLZ KLZ LZK LZK ZKL LZK 
Pomorze i Mazury KLZ ZKL LZK KLZ ZKL ZKL LZK ZKL 
Wielkopolska i Śląsk KLZ ZKL KLZ ZKL LZK KLZ KLZ ZKL 
Mazowsze i Podlasie ZKL LZK LZK ZKL ZKL KLZ KLZ KLZ 
Małopolska i Pogórze LZK LZK LZK LZK ZKL ZKL ZKL ZKL 

Mieszane 
POLSKA LZK ZKL KLZ KLZ ZKL ZKL LZK ZKL 
Pomorze i Mazury KLZ ZKL ZKL LZK LZK KLZ LZK KLZ 
Wielkopolska i Śląsk LZK KLZ ZKL ZKL LZK LZK ZKL LZK 
Mazowsze i Podlasie LZK LZK ZKL KLZ ZKL ZKL KLZ ZKL 
Małopolska i Pogórze LZK LZK ZKL ZKL ZKL KLZ KLZ ZKL 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie danych FADN. 
 

Podobnie jak w przypadku rozpatrywania profili produkcyjnych według 
wielkości gospodarstwa, tak i w zestawieniu według typu działalności trudno 
dostrzec prawidłowości dynamiczne. Najczęściej występującym profilem pro-
dukcji jest wariant ZKL, czyli taki, w którym praca jest substytutem czynnika 
składającego się z ziemi i kapitału. Najrzadziej spotykanym w latach 2004-2011 
profilem produkcji jest KLZ, w którym ziemia jest substytutem czynnika składa-
jącego się z kapitału i pracy. 

Z obu porównań wynikają podobne wnioski. Po pierwsze, zmienność profili 
produkcyjnych w regionach FADN może wynikać z przystosowywania się pro-
ducentów do warunków produkcji w ramach Wspólnej Polityki Rolnej z uwzględ-
nieniem lokalnych ograniczeń. Po drugie, ziemia jest co prawda nie dającym się 
pominąć czynnikiem produkcji w rolnictwie, ale jej znaczenie jest systematycz-
nie marginalizowane.  
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3.3. Podobieństwo profili produkcyjnych w czasie i przestrzeni 
 

W poprzedniej części opracowania porównaliśmy profile produkcyjne pro-
ducentów rolnych dzielonych według kryteriów wielkości gospodarstwa albo 
typu działalności. W części 2.3 zreferowaliśmy ideę badania podobieństwa funkcji. 
Badanie podobieństwa profili produkcyjnych odpowiada na pytanie, czy i w jakim 
stopniu różne profile produkcyjne gwarantują otrzymanie podobnej wielkości 
produkcji w danym roku dla danego zakresu zaangażowania czynników produkcji.  

 Przedstawimy wyniki badania podobieństwa profili produkcyjnych ziden-
tyfikowanych jako najlepiej dopasowane do danych, lecz nie dla całego okresu 
2004-2011, ale tylko dla skrajnych lat tego okresu. Przypomnijmy, że miara podo-
bieństwa jest symetryczna i zwrotna, czyli równa 1 dla identycznych funkcji bada-
nych dla tego samego zakresu wartości zmiennych. Dla każdego regionu FADN 
porównujemy profil produkcyjny producentów z tego regionu do profilu pro-
dukcyjnego z innego regionu. Rezultaty porównań zawierają tabele 6 i 7.  
 
Tabela 6. Podobieństwo profili produkcyjnych producentów rolnych w regionach  

według klasy wielkości producentów rolnych w latach 2004 oraz 2011 
 

Regiony 
2004 

Regiony 
2011 

PomMaz WielŚl MazPodl PomMaz WielŚl MazPodl 
Małe 

Wielkopolska i Śląsk 0,726 x x WielŚl 0,998 x x 
Mazowsze i Podlasie 0,985 0,785 x MazPodl 0,824 0,854 x 
Małopolska i Pogórze 0,721 0,485 0,735 MałpPog 0,763 0,806 0,995 

Średnio małe 
Wielkopolska i Śląsk 0,639 x x WielŚl 0,722 x x 
Mazowsze i Podlasie 0,803 0,884 x MazPodl 0,720 0,995 x 
Małopolska i Pogórze 0,803 0,895 0,999 MałpPog 0,997 0,723 0,732 

Średnio duże 
Wielkopolska i Śląsk 0,917 x x WielŚl 0,955 x x 
Mazowsze i Podlasie 0,942 0,999 x MazPodl 0,802 0,762 x 
Małopolska i Pogórze 0,906 0,702 0,717 MałpPog 0,968 0,973 0,851 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie danych FADN. 
 

Dane w tabeli można interpretować element po elemencie. Przykładowo,  
u małych producentów rolnych najmniej podobne były profile produkcyjne pro-
ducentów pochodzących z regionów Małopolska i Pogórze oraz Wielkopolska  
i Śląsk w 2004 r. (wartość miary 0,485). Najbardziej podobne były profile pro-
dukcyjne małych producentów rolnych z regionów Wielkopolska i Śląsk oraz 
Pomorze i Mazury w 2011 r. Syntetyczną miarą podobieństwa profili produkcyj-
nych między rokiem r1 a rokiem r2 SP(r1,r2) definiujemy ad hoc jako sumę 
różnic kwadratów miar podobieństwa między regionami. Im mniejsza wartość 
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miary, tym większe łączne podobieństwo profili produkcyjnych w porównywa-
nych latach. Otrzymujemy SP(2004,2011) = 0,277 dla producentów małych, 
SP(2004,2011) = 0,165 dla producentów średnio małych oraz SP(2004,2011) = 0,172 
dla producentów średnio dużych.  

Porównamy teraz zmienność profili produkcyjnych ze względu na typ dzia-
łalności producenta rolnego. Odpowiednie dane zawiera tabela 7.  
 
Tabela 7. Podobieństwo profili produkcyjnych producentów rolnych w regionach  

według typu działalności producentów rolnych w latach 2004 oraz 2011 
 

Regiony 
2004 

Regiony 
2011 

PomMaz WielŚl MazPodl PomMaz WielŚl MazPodl 
Uprawy polowe 

Wielkopolska i Śląsk 0,994 x x WielŚl 0,710 x x 
Mazowsze i Podlasie 0,989 0,997 x MazPodl 0,855 0,944 x 
Małopolska i Pogórze 0,984 0,993 0,999 MałpPog 0,984 0,730 0,889 

Krowy mleczne 
Wielkopolska i Śląsk 0,981 x x WielŚl 0,781 x x 
Mazowsze i Podlasie 0,860 0,789 x MazPodl 0,995 0,734 x 
Małopolska i Pogórze 0,782 0,726 0,973 MałpPog 0,753 1,000 0,992 

Zwierzęta ziarnożerne 
Wielkopolska i Śląsk 0,987 x x WielŚl 1,000 x x 
Mazowsze i Podlasie 0,825 0,837 x MazPodl 0,850 0,835 x 
Małopolska i Pogórze 0,735 0,660 0,967 MałpPog 0,726 0,729 0,971 

Mieszane 
Wielkopolska i Śląsk 1,000 x x WielŚl 1,000 x x 
Mazowsze i Podlasie 0,747 0,744 x MazPodl 0,993 0,992 x 
Małopolska i Pogórze 0,988 0,983 0,749 MałpPog 0,997 0,998 0,955 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie danych FADN. 
 

W kilku przypadkach odnotowujemy zbliżone do pełnego podobieństwo 
profili produkcyjnych mimo innych postaci analitycznych funkcji produkcji. 
Interesujące jest zestawienie wartości syntetycznych miar ad hoc. Są one równe 
SP(2004,2011) = 0,183 dla typu „uprawy polowe”, SP(2004,2011) = 0,137 dla 
typu „krowy mleczne”, SP(2004,2011) = 0,006 dla typu „zwierzęta ziarnożerne” 
oraz SP(2004,2011) = 0,164 dla typu „mieszane”. Ogółem profile produkcyjne 
w regionach w typie produkcji „zwierzęta ziarnożerne” w latach 2004 i 2011 są 
prawie identyczne. 
 
 
Podsumowanie 
 

W opracowaniu wykorzystaliśmy dane indywidualne pochodzące z bazy 
Farm Accountancy Data Network do badania zróżnicowania profili produkcyj-
nych producentów rolnych. Zgodnie z obowiązującą w FADN nomenklaturą 



Profile produkcyjne producentów rolnych... 177 

przyjęliśmy podział Polski na regiony oraz podział producentów ze względu na 
ich wielkość ekonomiczną i typ działalności. Dla zbioru producentów o określo-
nym typie działalności albo dla producentów danej wielkości i dla każdego re-
gionu, oszacowano trzy różne warianty zagnieżdżonej trójczynnikowej funkcji 
produkcji. Wybraną spośród nich, najlepiej dopasowaną do danych empirycz-
nych, nazwaliśmy profilem produkcyjnym wyróżnionej grupy producentów. 

Wyniki badania wskazują, że w latach 2004-2011 profile producentów rol-
nych charakteryzują się zmiennością, dla dynamiki której trudno znaleźć wyraź-
ne prawidłowości. Stwierdziliśmy przewagę takich profili produkcyjnych, które 
minimalizują rolę ziemi jako czynnika decydującego o profilu produkcyjnym 
producenta rolnego. 

Ustalono ponadto, że pomimo zróżnicowania profili produkcyjnych ze 
względu na wzajemne związki między czynnikami produkcji o charakterze 
strukturalnym i substytucyjnym, istnieje duże podobieństwo profili produkcyj-
nych ze względu na możliwą do osiągnięcia wartość produkcji. Podobieństwo 
profili produkcyjnych jest mniejsze w przypadku rozpatrywania producentów  
w podziale na regiony i wielkość ekonomiczną, a większe – w momencie po-
działu producentów na regiony i typ działalności.  

Wyniki badania wydają się obiecujące. W przypadku kontynuowania badań 
dostęp do danych z bazy FADN dla kolejnych lat pozwoli otrzymać obraz dynami-
ki profili produkcyjnych w okresie dłuższym niż lata 2004-2011. Można oczeki-
wać, że staną się wówczas zauważalne prawidłowości zmian profili produkcyjnych 
w czasie. Zmiany tych profili, dotyczące struktury i substytucji czynników produk-
cji, winny być wtedy porównane z podobnie wyznaczonymi profilami produkcyj-
nymi producentów rolnych w innych krajach Unii Europejskiej. Takie badanie 
umożliwi weryfikację hipotezy o stosowaniu przez producentów rolnych we 
wszystkich krajach Unii podobnych strategii produkcyjnych. W przypadku weryfi-
kacji pozytywnej, może to prowadzić do wniosku o skutecznym wpływie Wspólnej 
Polityki Rolnej na konwergencję zachowań producentów rolnych.  
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PRODUCTION PROFILES OF POLISH AGRICULTURAL  
PRODUCERS IN FADN REGIONS 

 
Summary: The purpose of this paper is to identify production profiles of agricultural 
producers depending on region, economic size of the farm and type of production. Pro-
duction profiles are characterized by parameters of nested CES functions. 

Our analysis is based on the estimation of three types of nested CES function and 
selection of production profiles that fit data best. We take into account dynamics of pro-
duction profiles in the period 2004-2011 and similarity of production profiles with dif-
ferent structure and substitution of production factors. The data are obtained from FADN 
database. 

The results show that there are no clear regularities in changes of production pro-
files in the period 2004-2011. Although different production profiles are chosen for 
individual subsets of farms, it is possible to assess their overall similarity. The similarity 
of production profiles with respect to type of production is greater than the similarity 
with respect to economic size of farms. 
 
Keywords: type of agricultural producer, microeconomic production function, compati-
bility measure of production profiles. 
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PRZYKŁAD WYKORZYSTANIA WSKAŹNIKA CLV  
W OCENIE PROJEKTU INWESTYCYJNEGO 

 
Streszczenie: Od kilku lat można zaobserwować dynamiczne zmiany natury regulacyjnej  
i technologicznej, które mają duży wpływ na marże i zyskowność w sektorze bankowości 
detalicznej. Przy pojawiającej się presji rynkowej na konsolidację w polskim sektorze 
bankowym, coraz większe znaczenie ma prawidłowa ocena projektów inwestycyjnych  
w kontekście ich wyceny. Jedną z metod wspomagających wycenę projektu jest podejście 
szacowania długookresowej wartości klienta – CLV (Customer Lifetime Value). W pracy 
przytoczono różne podejścia do szacowania CLV oraz opisano przykład szacowania 
wskaźnika na gruncie polskim. 
 
Słowa kluczowe: Customer Lifetime Value, wycena inwestycji, podejmowanie decyzji. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Każde przedsiębiorstwo ma na celu kreowanie swojej wartości. Wartość 
przedsiębiorstwa zależy od zdobytego kapitału. Dlatego niezwykle istotne znaczenie 
ma prawidłowa ocena przedsięwzięcia z punktu widzenia budowania kapitału. 
Projekty inwestycyjne mają na celu zwiększenie wartości przedsiębiorstwa dla 
jego udziałowców. Jednym ze składników kapitału przedsiębiorstwa są jego klienci, 
którzy przynoszą przedsiębiorstwu przepływy pieniężne w zamian za dostarcza-
ne przez przedsiębiorstwo produkty lub usługi [por. Doyle, 2003]. W szczegól-
ności w branży bankowej jednym z najważniejszych składników kapitału są klienci 
i zbudowane z nimi relacje. Dlatego wartość portfela klientów należy liczyć i anali-
zować na podstawie kreowanej dzięki nim wartości przez obecne, i co równie waż-
ne, przyszłe strumienie pieniężne w całym okresie, w którym utrzymują oni relacje 
z bankiem [por. Dobiegała-Korona i in., 2010, s. 24-26].  
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Pojęcie wartości klienta zostało po raz pierwszy sformułowane przez Philipa 
Kotlera w 1974 r. jako „obecna wartość przyszłych strumieni zysków oczekiwa-
nych w danym horyzoncie czasowym z dokonywanych transakcji z klientem” 
[Kotler, 1974, s. 24]. Koncepcja wartości klienta jest obecnie coraz szerzej stoso-
wana w praktyce zarządzania w przedsiębiorstwach. Najnowsze trendy w wyko-
rzystaniu tej koncepcji to m.in. [Dobiegała-Korona&Tomczyk, 2015, s. 268]: 
− wartość klienta jako czynnik istotnie wpływający na wartość dla głównych 

interesariuszy przedsiębiorstwa, przede wszystkim akcjonariuszy, 
− wartość klienta jako podstawa do zarządzania marketingowego zgodnie z kon-

cepcją Kotlera i Kellera, 
− wartość klienta jako najlepsza syntetyczna miara efektywności inwestycji  

w działania marketingowe. 
Tak sformułowaną wartość klienta można mierzyć za pomocą wskaźnika 

CLV (Customer Lifetime Value). Jest to jedno z podejść do oceny wartości klien-
ta, które kładzie nacisk na relacje w dłuższym okresie czasu. Dlatego też w lite-
raturze przedmiotu często nazywane jest „prospektywną”, „długookresową” lub 
„życiową” oceną wartości klienta [zob. Caputa, 2015, s. 61]. 

Od kilku lat można zaobserwować dynamiczne zmiany natury regulacyjnej 
i technologicznej, które mają duży wpływ na marże i zyskowność w sektorze 
bankowości detalicznej. Pojawiająca się presja rynkowa na konsolidację w pol-
skim sektorze bankowym ma swoje korzenie w ogólnoeuropejskich tendencjach 
rynkowych, szeroko opisywanych i komentowanych jeszcze w poprzedniej de-
kadzie zarówno przez środowisko naukowe, jak i praktyków [por. Haenlein i in., 
2007]. Dlatego coraz większe znaczenie ma prawidłowa ocena projektów inwe-
stycyjnych w sektorze bankowym w kontekście ich wyceny, także na gruncie 
polskim. Specyfiką sektora bankowości detalicznej jest fakt, iż głównym akty-
wem w tego typu działalności są klienci, z którymi długookresowa relacja jest 
istotą działalności bankowej i podstawowym źródłem przychodu. Nie powinien 
więc dziwić fakt, że jedną z metod wspomagających ocenę efektu projektu in-
westycyjnego w branży bankowej jest wywodzące się z marketingu, omawiane 
w niniejszym artykule, podejście szacowania długookresowej wartości klienta – 
CLV (Customer Lifetime Value). 

Przy wykorzystaniu wartości klienta jako podstawy do wyceny przedsię-
biorstw, warto wspomnieć o krytyce wobec tego podejścia, jaką można spotkać 
w literaturze przedmiotu. Podnoszone argumenty dotyczą przede wszystkim zarzutu 
spłycenia relacji klient-firma jedynie do aspektu czysto finansowego z pominię-
ciem m.in. relacji o charakterze niefinansowym oraz nieuwzględnieniu czynnika 
ryzyka. Ponadto podnoszony jest argument, że należy być ostrożnym, dokonując 
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porównań przy zastosowaniu wskaźnika CLV ze względu na różnorodną meto-
dologię wyliczania tego wskaźnika [Doligalski, 2010, s. 83-84]. Wskazane wady 
mają jednak tylko szczególne znaczenie przy zastosowaniach czysto marketin-
gowych i związanymi z nimi porównaniami rynkowymi. W przypadku wykorzy-
stania wskaźnika CLV do wyceny przedsiębiorstwa jako efektu projektu inwe-
stycyjnego, nie mają one tak dużego znaczenia. Głównie ze względu na cel tego 
typu analiz, jakim jest de facto ocena finansowa inwestycji. 
 
 
1. Metody obliczania wskaźnika CLV 
 

W literaturze przedmiotu pomiar wskaźnika CLV nie ma ujednoliconej formy 
i zależy często od dostępności danych i specyfiki branży, dla której jest on szaco-
wany. Niemniej jednak można wyróżnić kilka głównych, niekoniecznie wzajemnie 
wykluczających się podejść [por. Dobiegała-Korona i in., 2010, s. 28-37].  

Punktem wyjścia dla modeli CLV jest zaproponowany przez P. Doyle’a 
podstawowy model oparty o przepływy gotówkowe generowane w okresie rela-
cji klienta z firmą [Doyle, 2003]: 
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d
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gdzie: 
NCF – przepływy pieniężne netto (Nett Cash Flow) generowane dzięki relacji 

bank-klient, 
n – n-ty okres analizy, 
N – horyzont czasowy analizy, 
d – stopa dyskontowa (zazwyczaj przyjmuje się średnio ważony koszt kapitału 
dla wybranego przedsiębiorstwa lub przy analizach porównawczych przyjmuje 
się średnią wartość rynkową, obecnie ok. 10%). 
 

Jednakże najprostszym modelem jest zaproponowana przez Guptę i Leh-
manna wartość bieżąca wszystkich przyszłych czynników mających wpływ na 
wartość klienta [por. Gupta&Lehmann, 2005]. Wartość CLV w tym przypadku 
została sprowadzona do najprostszej postaci wyliczanej na podstawie finansowej 
(księgowej) kategorii zysku: 
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gdzie: 
mn – zysk na kliencie w n-tym okresie analizy, 
n – n-ty okres analizy, 
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N – horyzont czasowy analizy, 
d – stopa dyskontowa. 
 

Model CLV doczekał się wielu modyfikacji, wśród których do najistotniej-
szych należy modyfikacja podstawowego modelu uwzględniająca wskaźnik 
retencji dla określonej grupy klientów. Tak liczony wskaźnik CLV dotyczy ho-
mogenicznej względem wybranych kryteriów grupy klientów (segmentu):  

( )∑
= +

×
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n
n

n
n

d
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gdzie: 
mn – zysk na kliencie w n-tym okresie analizy, 
rn –  stopa retencji (procent klientów, z którymi nadal utrzymywana jest relacja  

w kolejnym okresie analizy), 
n – n-ty okres analizy, 
N – horyzont czasowy analizy, 
d – stopa dyskontowa. 
 

Często zakładając długoterminową relację bank-klient, nie ogranicza się ho-
ryzontu analizy (N) i przyjmuje się N → ∞, dzięki czemu formułę na wyliczenie 
CLV można sprowadzić do następującej postaci [por. np. Safari, 2015]: 

( )rd
rmCLV
−+

×
=

1
 

gdzie: 
m – średni zysk na kliencie w ciągu jednego okresu analizy (np. w ciągu roku), 
r – średnia stopa retencji,  
d – stopa dyskontowa. 
 

W literaturze przedmiotu można dotrzeć do kolejnych wersji modeli szacowa-
nia CLV, które są jedynie uszczegółowieniem powyższych podstawowych koncep-
cji o konkretne czynniki, które mają wpływ na wartość klienta [por. np. Ekinci i in., 
2014]. Czynniki te nie są przedmiotem rozważań niniejszej pracy, jednak warto je 
wymienić ze względu na interpretację wskaźnika CLV, będącego de facto wskaźni-
kiem syntetyzującym wycenę efektu różnorakich relacji bank–klient. 
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Tabela 1. Czynniki wpływające na wartość CLV w bankowości detalicznej 
 

Stymulanty Destymulanty 
Okres utrzymania relacji z klientem:  
z reguły liczony jako odwrotność stopy zatrzymań. 
 
Przychód per klient w okresie: z reguły przychody 
prowizyjne i odsetkowe brutto na kliencie.  
 
Korekta ze względu na inne czynniki: 
(a) inkrementalne koszty marketingowe, 
(b) wskaźnik „przyrostu naturalnego”.  

 

Koszt akwizycji: koszt bezpośrednich działań  
marketingowych w celu pozyskania klienta. 
 
Stopa odejść (tzw. churn): liczona jako roczna  
stopa zamknięć rachunków. 
 
Stopa dyskontowa: zależna od kosztu kapitału 
własnego, z reguły liczona za pomocą modelu  
CAPM lub WACC. 
 
Koszt retencji: koszt utrzymania klienta (np. koszt 
programów lojalnościowych itp.).  

 
Źródło: Opracowanie własne na podst. prac: Singh&Jain [2013] oraz Kahreh i in. [ 2014]. 
 
 
2. Przykład obliczenia CLV dla rynku polskiego 
 

Poniżej zaprezentowano obliczenia wskaźnika CLV dla przykładowego pro-
jektu bankowego, który mógłby być wdrożony w warunkach polskiego rynku 
bankowości detalicznej. 
 
 
2.1. Zmienne w modelu CLV – przykład bankowości detalicznej 
 

W przykładzie posłużono się przytaczanym wcześniej modelem CLV wg 
Gupty i Lehmanna. Głównymi zmiennymi w modelu są zysk z działalności ban-
kowej, liczba klientów i stopa dyskontowa. Prognoza zysku z działalności ban-
kowej została wyliczona jako zmienna wynikowa przykładowego biznesplanu 
dla nowego projektu bankowego w Polsce. Przyjęte w przykładowym planie warto-
ści parametrów zostały przyjęte na podstawie analizy rynku polskiego, w szcze-
gólności nowych projektów, m.in. mBank, Alior Bank, Meritum Bank, Getin 
Bank, Bank Pocztowy i Orange Finanse. Analizy te były uzupełnione danymi  
z Narodowego Banku Polskiego [por. www NBP, 2015] oraz Głównego Urzędu 
Statystycznego [por. www GUS, 2015]. Prognoza przyrostu liczby klientów 
również została przyjęta na podstawie przytoczonych powyżej porównań ryn-
kowych oraz danych z analiz PRNews [por. www PRNews, 2015]. Na podstawie 
wywiadów z praktykami z sektora bankowości detalicznej w Polsce przyjęto 
stopę dyskontową na poziomie 10% jako średnią rynkową. 
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2.2. Ekstrapolacja zmiennych 
 

Najważniejszą zmienną w modelu CLV jest prognozowana wartość zysku 
osiąganego dzięki relacji bank–klient. Dokonując prognozy zysku osiąganego na 
kliencie możemy się posłużyć zaproponowaną przez Bergera i Nasr funkcją 
aproksymującą [por. Berger&Nasr, 1998]. Aby tego dokonać, musimy obliczyć 
zyski, jakie osiągamy w początkowym okresie oraz oszacować zyski, jakie bę-
dziemy wypracowywać po osiągnięciu „dojrzałości” w relacji bank–klient (za-
kładaną zazwyczaj na okres od 3 do 5 lat). Ewentualnie, w przypadku gdy po-
siadamy projekcje finansowe ze szczegółowego biznesplanu, możemy porównać 
zmienną wynikową modelu, czy przebiega w sposób zbliżony do modelowego. 
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gdzie: 
Π(t) – przychody per klient w okresie t 
qmin – początkowe niskie dochody per klient 
qmax – dochody po osiągnięciu pełnej dojrzałości 
g – punkt startu dojrzewania klienta (wybranego portfela klientów) 
k – liczba podokresów w roku 
 (np. k=4 dla danych kwartalnych) 
 
Rys. 1. Średni przychód na klienta rosnący w czasie 
 
Źródło: Opracowanie własne na podst. Berger&Nasr [1998]. 
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2.3. Przykładowe wyliczenia dla nowego projektu bankowego 
 

Do przykładowych wyliczeń przyjęto wartości parametrów wyliczone na 
podstawie średnich rynkowych na rynku polskim i korygując je ze względu na 
specyfikę nowego projektu i dodatkowych kosztów wejścia na rynek. 
 
Tabela 2. Parametry przykładu wyliczeń CLV dla nowego projektu bankowego 
 

stopa dyskontowa [roczna] 10% [koszt finansowania] 
churn [roczny] 10% [roczna stopa utraty klientów] 
okres „życia” klienta 10 [lata] 
średniokwartalna korzyść per klient 125 zł [wartość po osiągnięciu „dojrzałości”] 
średnioroczna korzyść per klient 500 zł [wartość po osiągnięciu „dojrzałości”] 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 
 

 
 
Rys. 2. Przykładowy średni przychód na klienta  
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Dokonując prognozy, warto przeprowadzić obliczenia dla przynajmniej 
dwóch wariantów (optymistycznego i pesymistycznego). Wariant najbardziej 
prawdopodobny powinien mieścić się w widełkach wyznaczonych przez dwa 
skrajne warianty. 
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Rys. 3. Prognoza skumulowanej krzywej CLV  
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

W przypadku omawianego przykładu wartość CLV w horyzoncie 10 lat 
wynosi 1705 zł. Jest to obecna wartość 10-letnich relacji z klientem. Na tej pod-
stawie można wycenić wartość portfela klientów przykładowego banku oraz 
dokonać porównań rynkowych.  
 
 
2.4. Przykład analizy porównawczej na rynku polskim 
 

Aby móc w pełni ocenić zasadność wyliczeń dla projektu inwestycyjnego, 
należy odnieść otrzymane wyniki do sytuacji rynkowej. W tym celu dokonano 
próby wyliczenia wskaźnika CLV dla wybranych polskich banków. Jak to zosta-
ło wspomniane już wcześniej, przy porównaniu należy pamiętać, że każdy bank 
posiada swoją specyfikę działania i inną politykę akwizycji klientów. Jednakże 
w celu dokonania analizy porównawczej, niezbędne jest przedstawienie uprasz-
czającego założenia o homogeniczności ogółu klientów banków detalicznych. 
Konieczność ta wynika ze znajomości jedynie ogólnego profilu i założeń strate-
gicznych banków i braku znajomości szczegółów dotyczących różnych segmen-
tów klientów akwirowanych przez poszczególne banki. Należy przyjąć, że 
klienci banków detalicznych stanowią stosunkowo homogeniczną grupę i można 
ich traktować razem na potrzeby analizy porównawczej. 

W analizie wzięto pod uwagę cztery duże banki detaliczne: PKO BP S.A., 
Pekao S.A., mBank S.A. oraz ING Bank Śląski S.A. Na podstawie danych ze 
sprawozdań finansowych tychże banków [www Biznesradar] oraz danych doty-
czących deklarowanej liczby otwartych kont [www PRNews] oszacowano śred-
ni kwartalny zysk na klienta z działalności bankowej w okresie 2011-2014. 
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Rys. 4. Dane dla banku PKO BP S.A.  
 
Źródło: Opracowanie własne na podst. [www Biznesradar] oraz [wwwPRNews]. 
 

 
 

Rys. 5. Obliczenia dla banku PKO BP S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
 

 
 

Rys. 6. Prognoza CLV dla banku PKO BP S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
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Rys. 7. Dane dla banku Pekao S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne na podst. [www Biznesradar] oraz [wwwPRNews]. 
 

 
 

Rys. 8. Obliczenia dla banku Pekao S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
 

 
 

Rys. 9. Prognoza CLV dla banku Pekao S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
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Rys. 10. Dane dla mBank S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne na podst. [www Biznesradar] oraz [wwwPRNews]. 
 

 
 

Rys. 11. Obliczenia dla mBank S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
 

 
 

Rys. 12. Prognoza CLV dla mBank S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
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Rys. 13. Dane dla ING Bank Śląski S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne na podst. [www Biznesradar] oraz [wwwPRNews]. 
 

 
 

Rys. 14. Obliczenia dla ING Bank Śląski S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
 

 
 

Rys. 15. Prognoza CLV dla ING Bank Śląski S.A. 
 
Źródło: Opracowanie własne.  
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Po dokonaniu wyliczeń zestawiono wyniki obliczeń wskaźnika CLV dla 
nowego przykładowego projektu oraz dla wybranych innych banków detalicz-
nych w horyzoncie 10- i 15-letnim. 
 
Tabela 3. Porównanie 10- i 15-letniego wskaźnika CLV w bankowości detalicznej 
 

Bank CLV 10 lat CLV 15 lat 
Przykładowy nowy projekt bankowy 1765,03 zł 2522,48 zł 
PKO BP S.A. 2243,14 zł 3339,78 zł 
Pekao S.A. 2900,34 zł 4462,48 zł 
mBank S.A. 2109,98 zł 3112,29 zł 
ING Bank Śląski S.A. 1897,63 zł 2749,52 zł 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Na podstawie analiz można stwierdzić, że wyliczenia w modelu dla przy-
kładowego projektu bankowego mają realne wartości zbliżone do rynkowych. 
Jest to punkt wyjścia do dalszych analiz na podstawie wskaźnika CLV na po-
trzeby oceny inwestycji w pozyskanie klientów przez przykładowy nowy projekt 
bankowy. 
 
 
Podsumowanie i przyszłe badania 
 

Celem badania była analiza opłacalności inwestycji w nowy projekt ban-
kowości detalicznej na rynku polskim. W tym celu posłużono się zyskującym 
coraz większą popularność wskaźnikiem długookresowej wartości klienta – CLV. 
Aby sprawdzić realność otrzymanych prognoz wskaźnika CLV, dokonano wyli-
czeń dla czterech banków detalicznych o ugruntowanej pozycji. Otrzymane wy-
niki są porównywalne ze względu na zastosowanie takiego samego horyzontu 
czasowego i tej samej założonej średniej rynkowej stopie dyskontowej. Dzięki 
porównaniu udało się uwiarygodnić otrzymane wyniki dla przykładowego no-
wego projektu bankowego. Analizy dokonano przy silnym założeniu o homoge-
niczności ogółu klientów bankowości detalicznej. Prawdą jest, że różne banki 
posiadają nieco odmienne strategie rynkowe, pozyskując różne typy klientów 
(segmenty). Jednakże bez tego założenia analiza porównawcza byłaby niemoż-
liwa do wykonania.  

Wskaźnik CLV zyskuje coraz większą popularność w ocenie projektów in-
westycyjnych, którego celem jest pozyskanie i utrzymanie relacji z klientami.  
W niniejszej pracy udało się przenieść na grunt polski koncepcje, które w ostat-
nim dziesięcioleciu zyskały dużą popularność, w szczególności przy ocenie in-
westycji w projekty bankowości detalicznej. W pracy zostało pominięte wyko-
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rzystanie koncepcji CLV w połączeniu z podejściem portfelowym, którego inte-
gralnym elementem jest segmentacja klientów [Doligalski, 2013, s. 23-24]. Bę-
dzie to przedmiotem dalszych prac autora. Szczególnie ciekawe jest tu wykorzy-
stanie metod badań operacyjnych: łańcuchów Markowa i metod symulacyjnych 
do wyceny wartości poszczególnych segmentów klientów [por. Singh, 2013]. 
Podejście symulacyjne pozwala na uwzględnienie różnych scenariuszy rozwoju 
relacji z klientem oraz czynnika losowego. Może mieć to szczególne znaczenie 
dla inwestorów i menedżerów podejmujących decyzje nt. strategii działania 
banku detalicznego. 
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EXAMPLE OF USE OF CLV INDICATOR  
TO ASSESS INVESTMENT PROJECT 

 
Summary: For several years, there have been observed some dynamic changes of the 
regulatory and technological nature, that have a large impact on margins and profitability 
in retail banking. With emerging market pressure for consolidation in the Polish banking 
sector, it is increasingly important to properly assess the investment project in the con-
text of their valuation. One of the methods supporting the valuation of the project is the 
CLV (Customer Lifetime Value) approach. The paper presents different approaches to 
estimating CLV and describes an estimation of the indicator in the Polish market. 
 
Keywords: Customer Lifetime Value, valuation of investments, decision-making. 
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O STOPIE ZWROTU OSZACOWANEJ  
PRZEZ INTUICYJNY ROZMYTY  

ZBIÓR PROBABILISTYCZNY1 
 
Streszczenie: Rozważana jest stopa zwrotu, zdefiniowana jako rosnąca funkcja wartości 
przyszłej i malejąca funkcja wartości bieżącej. Niepewna wartość przyszła opisana jest za 
pomocą zmiennej losowej. Nieprecyzyjna wartość bieżąca jest reprezentowana przez intu-
icyjny zbiór rozmyty. Wtedy, zgodnie z uogólnioną zasadą rozszerzenia Zadeha, stopa 
zwrotu jest wyznaczona jako intuicyjny rozmyty zbiór probabilistyczny. Wyznaczona jest 
intuicyjna rozmyta oczekiwana stopa zwrotu oraz czterowymiarowy obraz ryzyka obarcza-
jącego tę stopę. W Dodatku zaprezentowano narzędzia formalne stosowane do opisu ryzyka. 
 
Słowa kluczowe: stopa zwrotu, nieprecyzyjna wartość bieżąca, intuicyjny zbiór rozmyty. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Podstawowym przedmiotem rozważań analizy kapitałowej jest stopa zwro-
tu, która jest wyznaczona za pomocą wartości bieżącej (PV) i przewidywanej 
wartości przyszłej (FV). PV to wartość teraźniejszego ekwiwalentu płatności 
dostępnej w ustalonym momencie czasu.  

Propozycja przedstawienia PV jako liczby rozmytej, jest już dobrze ugrun-
towaną ideą. Przekrojowy przegląd literatury poświęconej tej tematyce można 
znaleźć np. w [Piasecki, 2011a]. Tam też wykazano, że stopa zwrotu wyznaczo-
na z zastosowaniem rozmytej PV i losowej FV jest opisana za pomocą probabi-

                                                 
1  Projekt został sfinansowany ze środków Narodowego Centrum Nauki przyznanych na podsta-

wie decyzji numer DEC-2012/05/B/HS4/03543. 
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listycznego zbioru rozmytego [Hiroto, 1981]. Możliwości zastosowania opisa-
nych w ten sposób stóp zwrotu do podejmowania decyzji inwestycyjnych opisa-
no w [Piasecki, 2011a, 2011b, 2014]. 

 W publikacji Piaseckiego [2013] przedstawiono przykład PV opisanej jako 
intuicyjny zbiór rozmyty. Głównym celem tego artykułu jest przedstawienie 
stopy zwrotu wyznaczonej z zastosowaniem intuicyjnej rozmytej PV i losowej FV. 
W pracy będą badane podstawowe właściwości tak przedstawianej stopy zwrotu.  
 
 
1. Oszacowanie stopy zwrotu 
 

Dla ustalonego horyzontu czasowego ݐ > 0 inwestycji, każdy papier warto-
ściowy jest określony za pomocą dwóch wartości: 
− przewidywanej FV ௧ܸ ∈ ℝା , 
− oszacowanej PV ଴ܸ ∈ ℝା. 

Podstawową charakterystyką informującą o korzyściach z posiadania tego 
instrumentu finansowego jest stopa zwrotu ݎ௧ dana za pomocą tożsamości ݎ௧ = )ݎ ଴ܸ, ௧ܸ).       (1.1) 

W ogólnym przypadku funkcja ݎ:ℝା × ℝା → ℝ jest funkcją malejącą PV  
i funkcją rosnącą FV. Dzięki temu dla dowolnej wartości ௧ܸ możemy wyznaczyć 
funkcję odwrotną ݎ଴ି ଵ(∙, ௧ܸ): ℝ → ℝା. 

W klasycznym podejściu do problemu wyznaczenia stopy zwrotu wartość 
początkowa inwestycji jest identyfikowana z obserwowaną ceną rynkową ܥሙ, co 
zapisujemy  ଴ܸ =  ሙ .        (1.2)ܥ

Wartość przyszła inwestycji ௧ܸ jest obarczona ryzykiem niepewności co do 
przyszłego stanu rzeczy. Modelem formalnym tej niepewności jest przedstawia-
nie FV jako zmiennej losowej ෨ܸ௧:Ω = ሼ߱ሽ ⟶ ℝା. Zbiór Ω jest zbiorem ele-
mentarnych stanów rynku finansowego. Jeżeli przy wyznaczaniu stopy zwrotu 
skorzystano z warunku (1.2), to wtedy także stopa zwrotu jest zmienną losową 
obarczoną ryzykiem niepewności. Zmienna losowa ta jest przedstawiona za 
pomocą tożsamości  ̃ݎ௧(߱) = ݎ ቀܥሙ, ෨ܸ௧(߱)ቁ.      (1.3) 

 W praktyce analizy rynków finansowych przyjęto sposób opisywania ry-
zyka niepewności za pomocą rozkładu prawdopodobieństwa stopy zwrotu, da-
nego za pomocą dystrybuanty ܨ௥:ℝ ⟶ ሾ0; 1ሿ. Należy tutaj założyć, że ryzyko 
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niepewności obarczającej stopy zwrotu charakteryzować będzie istniejąca wa-
riancja ߪଶ tego rozkładu. Warunkowa dystrybuanta ܨ൫∙ หܥሙ൯: ℝା ⟶ ሾ0; 1ሿ roz-
kładu prawdopodobieństwa FV jest dana przez tożsamość ܨ൫ݔหܥሙ൯ = ௥ܨ ቀݎ൫ܥሙ,  ൯ቁ.      (1.4)ݔ

Jak wykazano w [Piasecki, 2013], PV może być obarczone ryzykiem nie-
precyzji i ryzykiem nierozstrzygalności. Wtedy oszacowanie PV jest przedsta-
wione jako intuicyjny zbiór rozmyty: ܸ = ൛൫ݔ, ,(ݔ)௏ߤ :൯(ݔ)௏ߥ ݔ ∈ ℝାൟ.     (1.5) 

Stopa zwrotu jest obarczona splotem ryzyka niepewności obarczającego FV 
oraz ryzyka nieprecyzji i nierozstrzygalności obarczających PV. Taka stopa 
zwrotu jest intuicyjnym rozmytym zbiorem probabilistycznym [Zhang, Jia, Jiang, 
2009]. Zgodnie z zasadą rozszerzenia Zadeha, dla każdych ߱߳Ω funkcja przyna-
leżności ߩ(∙ |߱):ℝ → ሾ0; 1ሿ i funkcja wykluczenia ߮(∙ |߱):ℝ → ሾ0; 1ሿ tego 
zbioru są określone za pomocą zależności:  (߱|ݎ)ߩ = max ቄߤ௏(ݕ): ,ℝା߳ݕ ݎ = ݎ ቀݕ, ෨ܸ௧(߱)ቁቅ = 

 = ௏ߤ ൬ݎ଴ି ଵ ቀݎ, ෨ܸ௧(߱)ቁ൰,      (1.6) ߮(ݎ|߱) = min ቄߥ௏(ݕ): ,ℝା߳ݕ ݎ = ݎ ቀݕ, ෨ܸ௧(߱)ቁቅ = = ௏ߛ ൬ݎ଴ି ଵ ቀݎ, ෨ܸ௧(߱)ቁ൰.      (1.7) 

 Dla tak opisanej stopy zwrotu oczekiwana stopa zwrotu jest intuicyjnym 
zbiorem rozmytym: ܴ = ቄቀݔ, ,ሙ൯ܥหݔோ൫ߩ ߮ோ൫ݔหܥሙ൯ቁ : ݔ ∈ ℝቅ,    (1.8) 

co zapisujemy ܴ ∈ ℐ(ℝ) i gdzie funkcje przynależności oraz wykluczenia są 
określone przez tożsamości ߩ൫ݎหܥሙ൯ = ׬ ௏ߤ ቀݎ଴ି ଵ(ݎ, ቁ(ݕ ሙ൯ାஶିஶܥหݕ௏൫ܨ݀  ,    (1.9) ߮൫ݎหܥሙ൯ = ׬ ௏ߥ ቀݎ଴ି ଵ(ݎ, ቁ(ݕ ሙ൯ାஶିஶܥหݕ௏൫ܨ݀  .    (1.10) 

W powyższym modelu szczególną uwagę zwraca fakt uzależnienia oczeki-
wanej stopy zwrotu od obserwowanej ceny rynkowej ܥሙ. Odpowiada to praktyce 
podejmowania decyzji inwestycyjnych. Stąd właściwość tę możemy traktować 
jako pewną wartość dodaną proponowanego modelu. Tak sformułowany obraz 
oczekiwanej stopy zwrotu może odgrywać w analizach finansowych rynków 
rolę identyczną z odgrywaną tam przez oczekiwaną stopę zwrotu opisaną przez 
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liczbę rzeczywistą. Z drugiej strony, dzięki zastosowaniu intuicyjnego rozmyte-
go zbioru jako modelu wartości oczekiwanej stopy zwrotu, uzyskujemy znacznie 
bogatszy obraz ryzyka obarczającego stopę zwrotu.  
 
 
2. Czterowymiarowy obraz ryzyka 
 

W klasycznych teoriach rynku finansowego stopa zwrotu jest obarczona ry-
zykiem niepewności, które jest odzwierciedleniem braku wiedzy inwestora o przy-
szłych stanach rynku finansowego. Brak tej wiedzy powoduje brak pewności  
u inwestora co do przyszłych zysków lub strat. W naszym modelu ryzyko nie-
pewności oceniać będziemy za pomocą wariancji ߪଶ rozkładu stopy zwrotu da-
nego za pomocą dystrybuanty ܨ௥:ℝ ⟶ ሾ0; 1ሿ. 

W poprzednim rozdziale zaproponowano model oczekiwanej stopy zwrotu 
uwzględniający wpływ bieżącej ceny rynkowej. W ten sposób podniesiono war-
tość poznawczą opisu instrumentu finansowego. Przyrost użyteczności tego 
opisu ma jednak swoją cenę. Jest nią ujawnienie ryzyka nieprecyzji i ryzyka 
nierozstrzygalności obarczających rozważany instrument.  

Ryzyko nieprecyzji związane z nieprecyzyjnością informacji wykorzysty-
wanej przy podejmowaniu decyzji. Wielu badaczy przedmiotu w obrazie niepre-
cyzji informacji wyróżnia nieostrość oraz wieloznaczność informacji2. Wielo-
znaczność informacji interpretujemy jako brak jednoznacznego wyróżnienia 
rekomendowanej alternatywy spomiędzy wielu rozważanych. Nieostrość infor-
macji można sformułować jako brak jednoznacznego rozróżnienia pomiędzy 
daną informacją a jej zaprzeczeniem.  

Zatem na ryzyko nieprecyzji składa się ryzyko niejednoznaczności i nie-
ostrości. Powstaje pytanie, czy z punktu widzenia potrzeb procesów inwestycyj-
nych są to ryzyka istotne.  

Inwestor część odpowiedzialności za podejmowane przez siebie inwestycje 
przerzuca na doradców lub na stosowane narzędzia analityczne. Z tego powodu 
inwestor w znakomitej części ogranicza swoje wybory decyzji inwestycyjnych 
do alternatyw rekomendowanych przez doradców lub stosowane instrumenta-
rium analityczne. W ten sposób inwestor minimalizuje ryzyko osobistej odpo-
wiedzialności za podjętą decyzję finansową [zob. Piasecki, 1990].  

Wzrost ryzyka wieloznaczności oznacza, że będzie się powiększać ilość al-
ternatywnych rekomendacji inwestycyjnych. Powoduje to wzrost ryzyka wybra-
nia spośród rekomendowanych alternatyw takiej decyzji finansowej, która ex post 
zostanie obarczona odpowiedzialnością za utracone szanse.  
                                                 
2  Zobacz na przykład [Klir, 1993]. 
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Właściwym narzędziem pomiaru ryzyka wieloznaczności jest zapropono-
wana przez de Luca i Terminiego [1979] miara energii. Dla naszych dalszych 
celów aplikacyjnych wystarczającym jest określenie miary energii jako znorma-
lizowanej miary danej za pomocą tożsamości (A.12). Ryzyko wieloznaczności 
obarczające oczekiwaną stopę zwrotu ܴ ∈ ℐ(ℝ) oceniać będziemy za pomocą 
miary energii ݀(ܴ) zdefiniowanej następująco: ݀(ܴ) = ࣾ(ܴ),       (2.1) 

gdzie znormalizowana miara ࣾ(∙) jest dana przez tożsamość (A.12). 

Wzrost ryzyka nieostrości oznacza zacieranie się granic wyróżniających re-
komendowane alternatywy inwestycyjne. Powoduje to, że wzrastają szanse wyboru 
alternatywy nierekomendowanej. W ten sposób wzrost ryzyka niewyrazistości 
wpływa na przyrost istotnego ryzyka osobistej odpowiedzialności inwestora.  

Właściwym narzędziem do pomiaru nieostrości informacji reprezentowanej 
przez zbiór rozmyty jest miara entropii [zob. więcej Bierdosian, Xie, 1984] za-
proponowana przez de Luca i Terminiego [1972]. Kacprzyk i Szmidt [2001] 
miary te uogólnili do przypadku informacji reprezentowanych przez intuicyjne 
zbiory rozmyte.  

W literaturze przedmiotu znajdujemy szereg propozycji miar entropii zbiorów 
rozmytych. Propozycje te podzielić można z grubsza na dwie grupy. W pierw-
szej z nich znajdujemy te miary entropii, w których definicjach skorzystano ze 
znajomości przebiegu zmienności pewnych specyficznych funkcji. Jedynym 
uzasadnieniem wprowadzenia tych miar entropii było spełnianie przez nie wa-
runków aksjomatycznej definicji miary entropii [de Luca, Termini, 1979].   

Drugą grupą miar entropii są miary zdefiniowane na podstawie pewnych in-
tuicyjnych przesłanek. Przesłanki te wynikają z przekonania, że miara entropii 
powinna być funkcją odległości pomiędzy pewnymi zbiorami. Poszczególne 
propozycje miary entropii różniły się wskazaniem pary porównywanych zbio-
rów. Autorzy, omawiając swoje propozycje określenia miary entropii, przedsta-
wiali przesłanki uzasadniające merytorycznie dokonany wybór pary porówny-
wanych zbiorów.  

Kaufmann [1975] zaproponował, aby jako miernik entropii zbioru rozmytego 
przyjąć jego zbieżność do najbardziej podobnego zbioru klasycznego. Czogała, 
Gottwald i Pedrycz [1981] eksponują przesłankę mówiącą, że niewyraźne okre-
ślenie przynależności elementów do zbioru rozmytego powoduje niespełnianie 
prawa wyłączonego środka. Wynika z tego ich propozycja, aby miarę entropii 
zbioru rozmytego ܣ ∈ ℱ(ℝ) rozumieć jako odległość zbioru ܣ ∩  ஼ od zbioruܣ
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pustego ∅. Wychodząc z tych samych przesłanek co powyżej, miarę entropii 
zbioru rozmytego ܣ ∈ ℱ(ℝ) można rozumieć jako odległość zbioru ܣ ∪  ஼ odܣ
przestrzeni liczb rzeczywistych ℝ. Innym ujęciem miar entropowych jest ujęcie 
zaproponowane przez Yagera [1979]. Jego zdaniem miara entropii zbioru roz-
mytego ܣ ∈ ℱ(ℝ) powinna być oceną rozróżnialności pomiędzy zbiorem ܣ i jego 
dopełnieniem ܣ஼. Oczywistą przesłanką tak rozumianego pojęcia miary entropii 
jest fakt, że im zbiór rozmyty jest mniej wyraziście określony, tym bardziej jest 
podobny do swego dopełnienia. Zatem miara entropii powinna być malejącą 
funkcją odległości pomiędzy zbiorami rozmytymi ܣ i ܣ஼. Po prostych prze-
kształceniach łatwo można wykazać, że przy przyjętych w Dodatku założeniach, 
wszystkie zdefiniowane powyżej miary entropii są identyczne [Piasecki, 1990].  

Pełnej syntezy tych postulatów dokonał Kosko [1991], który stwierdził, że 
entropia informacji, reprezentowanej przez podzbiór rozmyty ܣ ∈ ℱ(ℝ), po-
winna maleć wraz ze wzrostem podobieństwa zbioru ܣ ∩  ∅ ஼ do zbioru pustegoܣ
i zmniejszaniem się podobieństwa zbioru ܣ ∪ -஼ do przestrzeni liczb rzeczywiܣ
stych ℝ. Oba te postulaty stanowiły przesłanki do sformułowania kolejnej pro-
pozycji miary entropii. Ze względu na dobre syntetyczne uzasadnienie oraz uni-
wersalizm, zaproponowana przez Kosko miara entropii jest w tej chwili 
powszechnie stosowana. Poszczególne jej implementacje różnią się jedynie za-
stosowanym rodzajem miary energii zbiorów rozmytych. Różnice te wynikają 
na ogół z koniecznego dostosowania miary do właściwości przestrzeni, z której 
pochodziły oceniane zbiory rozmyte. Miarę entropii Kosko łatwo można uogól-
nić do przypadku informacji reprezentowanych przez intuicyjne zbiory rozmyte. 
Dzięki temu miarę tę wykorzystamy do oceny ryzyka nieostrości obarczającej 
oczekiwaną stopę zwrotu ܴ ∈ ℐ(ℝ). Ryzyko to można ocenić za pomocą miary 
entropii ݁(ܴ) określonej za pomocą tożsamości: 

(ܣ)݁  = ࣾ൫஺∩஺಴൯ࣾ൫஺∪஺಴൯ .       (2.2) 

Nierozstrzygalność informacji interpretuje się jako brak możliwości pełnej 
wiedzy o zarekomendowaniu lub odrzuceniu poszczególnych alternatyw. Z tej 
przyczyny nierozstrzygalność może być identyfikowana z niepewnością w uję-
ciu Knighta [1921]. 

Wzrost ryzyka nierozstrzygalności oznacza spadek odpowiedzialności za 
dokonany wybór, jaką inwestor może przenieść na doradcę lub stosowany aparat 
analityczny. W ten sposób automatycznie wzrasta osobista odpowiedzialność 
inwestora za podjętą decyzję.  
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Właściwym narzędziem do pomiaru nierozstrzygalności informacji repre-
zentowanej przez intuicyjny zbiór rozmyty jest miara entropii zdefiniowana 
przez Burillo i Bustince [1996]. W tej pracy, dla podkreślenia faktu, że ta cha-
rakterystyka służy do pomiaru zjawiska odmiennego od zjawiska mierzonego 
przez miarę entropii de Luca i Terminiego [1972], dla funkcjonału spełniającego 
warunki narzucone przez Burillo i Bustince [1996] proponuje się odmienną na-
zwę miary ignorancji. Ryzyko nierozstrzygalności obarczające oczekiwaną stopę 
zwrotu ܴ oceniać będziemy za pomocą miary ignorancji ݇(ܴ) zdefiniowanej  
w [Piasecki, 2015] za pomocą tożsamości  ݇(ܴ) = ࣾ(Ìܴ) −ࣾ(ñܴ) ,      (2.3) 

gdzie zbiory rozmyte ñܴ i Ìܴ zostały zdefiniowane przez tożsamości (A.4) i (A.5). 

Przeprowadzona w tym rozdziale dyskusja dowodzi, że wzrost ryzyka nie-
precyzji lub ryzyka nierozstrzygnięcia istotnie pogarsza warunki inwestowania. 
Posługiwanie się czterowymiarowym obrazem ryzyka ൫ߪଶ, ݀(ܴ), ݁(ܴ), ݇(ܴ)൯ 
ułatwia równoczesne zarządzanie ryzykiem niepewności, nieprecyzji i nieroz-
strzygalności. Pożądanym tutaj działaniem jest minimalizacja każdej z czterech 
ocen ryzyka. 

Powstaje natychmiast kolejne pytanie, czy takie poszerzenie oceny ryzyka 
jest celowe. 

W [Piasecki, 2011a] pokazano, że ryzyko niepewności i nieprecyzji jest 
skorelowane ujemnie, natomiast w kolejnej publikacji [Piasecki, 2015] ukazano, 
że także ryzyko nieostrości i nierozstrzygalności może być skorelowane ujem-
nie. Oznacza to, że zawsze istnieje możliwość ograniczenia ryzyka niepewności 
prognozy poprzez odpowiednie obniżenie jakości informacji zawartej w tej pro-
gnozie. Jedynie kontrola wszystkich ocen jakości informacji zawartej w progno-
zie pozwoli na uniknięcie zaniżonych ocen ryzyka niepewności.  

Po drugie, uwzględnienie ryzyka nieprecyzji i nierozstrzygalności pozwoli 
odrzucać te spośród wariantów inwestycyjnych, które co prawda są atrakcyjne  
z punktu widzenia klasycznej teorii Markowitza, ale niestety zebrane na ich 
temat informacje są niskiej jakości. 

A. Dodatek 

W celu nadania powyższym rozważaniom jednoznacznego charakteru, zo-
staną przedstawione tutaj wybrane podstawowe pojęcia teorii rozmytych zbiorów 
intuicyjnych. Ze względu na zakres tych rozważań opis intuicyjnych zbiorów 
rozmytych ograniczymy do przypadku podzbiorów przestrzeni liczb rzeczywi-
stych ℝ. 
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Punktem odniesienia do tego opisu jest rodzina ℱ(ℝ) wszystkich rozmy-
tych przestrzeni ℝ. Każdy podzbiór rozmyty ܣ ∈ ℱ(ℝ) jest opisany za pomocą 
swej funkcji przynależności ߤ஺ ∈ ሾ0,1ሿℝ. W ujęciu logik wielowartościowych, 
wartość ߤ஺(ݔ) funkcji przynależności jest interpretowana jako wartość logiczna 
zdania ݔ ∈   .ܣ

Atanassov [1985] zdefiniował pojęcie intuicyjnego zbioru rozmytego (w skró-
cie: IFS) ܣ jako zbioru trójek uporządkowanych ܣ	 = ሼ(ݔ, ,(ݔ)஺ߤ :(	(ݔ)஺ߥ ݔ ∈ ℝሽ,     (A.1) 

gdzie funkcja wykluczenia ߥ஺߳ሾ0,1ሿℝ spełnia tożsamościowo warunek ߥ஺(ݔ) ≤ 1 −  (A.2)      .(ݔ)஺ߤ

W ujęciu logik wielowartościowych, wartość ߥ஺(ݔ) funkcji wykluczenia 
jest interpretowana jako wartość logiczna zdania ݔ ∉  .Za pomocą symbolu ℐ(ℝ) oznaczamy rodzinę wszystkich IFS przestrzeni ℝ .ܣ

Korzystając z określonych powyżej funkcji przynależności i wykluczenia, 
możemy teraz za pomocą tożsamości  

(ݔ)஺ߨ  = 1 − (ݔ)஺ߤ −   (A.3)     (ݔ)஺ߥ

określić funkcję nierozstrzygnięcia ߨ஺ ∈ ሾ0,1ሿॿ. Wartość ߨ஺(ݔ) określa stopień 
naszego niezdecydowania co do oceny wzajemnych relacji pomiędzy elementem ݔ ∈ ℝ a ܣ ∈ ℐ(ℝ). Z tej przyczyny funkcja nierozstrzygnięcia ߨ஺ może być 
interpretowana jako obraz niepewności w ujęciu Knighta [1921]. 

Za Atanassovem [1993], dla dowolnego IFS ߳ܣℐ(ℝ) określamy największy 
zbiór rozmyty ñܣ ⊂ ܣi najmniejszy zbiór rozmyty Ì ܣ ⊃  Mamy tutaj .ܣ

ñܣ	 = ሼ(ݔ, ,(ݔ)஺ߤ 1 − :(	(ݔ)஺ߤ ݔ ∈ ॿሽ,    (A.4) 

Ìܣ	 = ሼ(ݔ, 1 − ,(ݔ)஺ߥ :(	(ݔ)஺ߥ ݔ ∈ ॿሽ.    (A.5) 

 Rozważmy teraz dowolny zbiór rozmyty ෨ܼ opisany za pomocą swej funkcji 
przynależnosci ߤ௓ ∈ ሾ0,1ሿℝ. Taki zbiór rozmyty można identyfikować z IFS 
reprezentowanym przez zbiór trójek uporządkowanych  ܼ	 = ሼ(ݔ, ,(ݔ)௓ߤ 1 − :(	(ݔ)௓ߤ ݔ ∈ ℝሽ,     (A.6) 

Funkcja nierozstrzygnięcia powyższego IFS spełnia tożsamościowo warunek 

(ݔ)௓ߨ  = 0.       (A.7)  

Wynika z tego, że stosowanie zbiorów rozmytych do tworzenia modeli 
obiektów realnych oznacza przyjęcie implicite silnego założenia głoszącego, że 
zawsze potrafimy rozstrzygnąć niepewność co do spełniania przez każdy stan 
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elementarny stawianych mu wymagań. Jak wiemy jednak z potocznej obserwa-
cji, na ogół tak nie jest i nasze rozstrzygnięcia są obarczane zauważalnym mar-
ginesem niezdecydowania. Oznacza to, że rozszerzenie klasy zbiorów rozmy-
tych do klasy IFS w istotny sposób wzbogaca możliwości rzetelnego opisu 
nieprecyzji. Droga do uzyskania tego rozszerzenia jest dość łatwa, gdyż klasa 
IFS w chwili obecnej posiada już bogate i wszechstronne opracowanie teore-
tyczne [np. Atanassov, 1999].  

Dla dowolnych ܣ, ܤ ∈ ℐ(ℝ) działania teoriomnogościowe i relacje pomię-
dzy IFS są zdefiniowane w następujący sposób: ܣ஼ 	= ሼ(ݔ, ,(ݔ)஺ߥ :(	(ݔ)஺ߤ ݔ ∈ ॿሽ,     (A.8) ܣ ∪ ܤ = ൛൫ݔ, (ݔ)஺ߤ ∨ ,(ݔ)஻ߤ (ݔ)஺ߥ ∧ :൯(ݔ)஻ߥ ݔ ∈ ॿൟ,   (A.9) ܣ ∩ 	ܤ = ሼ(ݔ, (ݔ)஺ߤ ∧ ,(ݔ)஻ߤ (ݔ)஺ߥ ∨ :(	(ݔ)஻ߥ ݔ ∈ ॿሽ.   (A.10) 

W przeprowadzonych rozważaniach podstawowym narzędziem pomiaru 
będzie miara zbioru rozmytego zaproponowana przez Khalili’ego [1979]. Miarę tę 
można uogólnić do przypadku dowolnego IFS. Wtedy miarą	߳ܣℐ(ℝ) jest wartość इ(ܣ) = ׬ ାஶିஶݔ݀(ݔ)஺ߤ  .     (A.11) 

Stosuje się ją do zdefiniowania unormowanej miary IFS określonej dla ߳ܣℐ(ℝ) przez zależność: ࣾ(ܣ) = इ(஺)ଵାइ(஺) = lim௬→ାஶ ׬ ఓಲ(௫)ௗ௫೤ష೤ଵା׬ ఓಲ(௫)ௗ௫೤ష೤ .   (A.12) 

Dodatkowo znormalizowana miara IFS może nam posłużyć do wyznacze-
nia metryki na rodzinie ℐ(ℝ). Zgodnie z sugestią zawartą w [Kaufmann, 1975] 
to odległość Hamminga dana dla dowolnej pary ܣ, ,ܣ)ߜ ℐ(ॿ) przez odległość߳ܤ (ܤ = ܣ)ࣾ ∪ (ܤ ܣ)ࣾ− ∩  (A.11)    .(ܤ
 
 
Podsumowanie 
 

Przeprowadzona w pracy dyskusja nad modelem stopy zwrotu stanowi kon-
tynuację badań zainicjowanych w [Piasecki, 2011a] nad problematyką nieprecy-
zyjnej stopy zwrotu. Z punktu widzenia teorii finansów, nowym elementem w tej 
dyskusji stało się ryzyko nierozstrzygalności. Pomimo tej modernizacji, całą 
bogatą empiryczną wiedzę zebraną na temat obarczającego stopy zwrotu ryzyka 
niepewności można wykorzystać w zaproponowanym modelu. Jest to wysoce 
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korzystna cecha zaproponowanego modelu, gdyż przybliża możliwość jego real-
nych zastosowań.  

Uzyskane tutaj wyniki stanowią podstawę do uogólnienia normatywnej teorii 
decyzji finansowych opisanej w [Piasecki, 2011a, 2011b, 2014].  
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ON RETURN RATE ESTIMATED  
BY INTUITIONISTIC FUZZY PROBABILISTIC SET 

 
Summary: The return rate is determined here by present value given as intuitionistic 
fuzzy subset and by anticipated future value given as a random variable. In this way 
using the Zadeh’s extension principle, we obtain return rate described by an intuitionistic 
fuzzy probabilistic set. For this case expected return rate is calculated as an intuitionistic 
fuzzy subset in the real line. Four-dimensional risk image is introduced. In the Appendix 
we discuss formal tools which are applied for describing risk. 
 
Keywords: return rate, imprecise present value, intuitionistic fuzzy set. 
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ANALIZA DETERMINANTÓW WYBORU 
KIERUNKÓW EKSPORTU Z WYKORZYSTANIEM 

DRZEW DECYZYJNYCH 
 
Streszczenie: Celem artykułu jest identyfikacja i hierarchizacja czynników decydujących 
o wyborze geograficznych kierunków przeznaczenia eksportu przedsiębiorstw działających 
w Polsce. Przedmiotem badania są czynniki o charakterze rynkowym, prawnym, społecz-
no-kulturowym, technologicznym i politycznym, które mogą mieć znaczenie przy poszu-
kiwaniu zewnętrznych rynków zbytu. W artykule posłużono się danymi pochodzącymi  
z badania ankietowego przeprowadzonego wśród eksporterów. Do klasyfikacji firm ekspor-
tujących swoje towary zastosowano drzewa decyzyjne tworzone zgodnie z procedurą CART.  

Narzędzia te umożliwią stworzenie profili przedsiębiorstw o zbliżonej polityce ekspor-
towej w zakresie priorytetów przy wyborze partnerów handlowych. Wyniki takiego badania 
mogą stanowić wsparcie w identyfikacji i opisie czynników rozwoju polskiego eksportu. 
 
Słowa kluczowe: eksport, rynek, drzewa klasyfikacyjne, algorytm CART. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Jednym z ważniejszych wyznaczników otwartości gospodarki w dobie 
wszechobecnej globalizacji jest poziom eksportu i jego dynamika. W ostatnich 
latach aktywność eksportowa polskich przedsiębiorstw odnotowuje trwały 
wzrost pomimo ograniczenia dostępu do części rynku Europy Wschodniej, spo-
wodowanego międzynarodową sytuacją polityczną1. Według danych GUS war-
tość polskiego eksportu w 2014 r. wyniosła 163,1 mld euro, co oznacza wzrost  
                                                 
1  W 2014 r. Rosja wprowadziła embargo na część produktów pochodzących z Polski i innych 

krajów Unii Europejskiej. 
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o ok. 5,2% w stosunku do roku poprzedniego [www 1]. Optymistyczne wskaź-
niki eksportu w ujęciu globalnym mogą wskazywać na rosnącą konkurencyjność 
polskich przedsiębiorstw oraz na ich duże zdolności adaptacyjne w dostosowy-
waniu się do dynamicznie zmieniającego się międzynarodowego otoczenia go-
spodarczego. Jednocześnie wiele firm boryka się z problemem poszukiwania 
nowych rynków zbytu, które pozwolą na wzrost skali produkcji i dalszy ich 
rozwój. O ile motywy podejmowania działalności eksportowej są dobrze wyja-
śnione na gruncie różnych teorii ekonomii (teorii handlu zagranicznego) i badań 
empirycznych [Hagemejer, 2006; Białecki, Kaczmarek, 2008; Puchalska, 2010; 
Nemkova i in., 2012], o tyle kompleksowe badania nad kryteriami wyboru przez 
polskie firmy zewnętrznych rynków przeznaczenia eksportu są prowadzone 
rzadziej. Przedmiotowa problematyka jest częściowo podjęta m.in. w pracach 
Karasek [2013] czy Kłysik-Uryszek i Serwacha [2015]. Tymczasem dynamicz-
nie zmieniająca się sytuacja polityczna i gospodarcza na świecie powoduje, że 
konieczne są ciągle nowe, aktualne badania determinantów wyboru kierunków 
przeznaczenia eksportu, gdyż preferowane przez przedsiębiorstwa kierunki eks-
portu oraz hierarchia motywów ich wyboru może się zmieniać w czasie. Wy-
chodząc naprzeciw tym oczekiwaniom, autor w niniejszym artykule przedstawia 
wyniki badania polskich przedsiębiorstw w zakresie perspektywicznych kierun-
ków eksportu i motywów ich wyboru. Ważnym powodem prowadzenia tego 
typu badań jest również aktualna sytuacja wielu przedsiębiorstw (np. w branży 
rolno-spożywczej), które zmuszone są szukać nowych rynków zbytu w związku 
z obowiązującym rosyjskim embargiem na część towarów pochodzących z Polski.  

Celem artykułu jest identyfikacja i hierarchizacja czynników decydujących 
o wyborze geograficznych kierunków przeznaczenia eksportu przedsiębiorstw 
działających w Polsce. W opracowaniu posłużono się wynikami z badania sonda-
żowego, które zostało przeprowadzone wśród polskich eksporterów. Przedmiotem 
badania są czynniki o charakterze rynkowym, prawnym, politycznym, technolo-
gicznym i kulturowym, które mają znaczenie przy poszukiwaniu zewnętrznych 
rynków zbytu. W artykule utworzono profile przedsiębiorstw o zbliżonej polityce 
eksportowej w zakresie priorytetów przy wyborze partnerów handlowych. 

W tym celu zastosowano drzewa decyzyjne tworzone zgodnie z procedurą 
CART. Wyniki przedstawione w artykule mogą stanowić pomoc dla przedsię-
biorstw w poszukiwaniu zewnętrznych rynków, ale także mogą być wsparciem 
w identyfikacji i opisie czynników rozwoju polskiego eksportu. 
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1. Metoda badania 
 

Identyfikację czynników determinujących wybór perspektywicznych kie-
runków eksportu przeprowadzono, stosując algorytm drzew klasyfikacyjnych  
i regresyjnych CART (Classification and Regression Trees) [Breiman i in., 
1984]. Przedmiotowa procedura umożliwia generowanie drzew decyzyjnych, 
czyli grafów o strukturze drzewiastej.  

Tego typu drzewa składają się z węzła początkowego (korzenia), węzłów 
podlegających podziałowi na węzły potomne oraz węzłów końcowych (liści). 
Jeżeli zmienna zależna jest mierzona na skali nominalnej lub porządkowej, to 
mówimy o drzewach klasyfikacyjnych. Jeśli natomiast zmienna zależna jest 
mierzona na skali co najmniej przedziałowej, to mamy do czynienia z drzewami 
regresyjnymi. Drzewa decyzyjne umożliwiają podział wielowymiarowej prze-
strzeni zmiennych na K rozłączne podzbiory zgodnie z funkcją klasyfikacyjną 
[Gatnar, 2009]: 

 ( )∑ ∈=
=

K

k
kiki RxIxf

1
)( α ,       (1) 

gdzie:  
Rk (k =1,2,..., K) – podprzestrzenie przestrzeni Xm,  
αk – parametry modelu,  
I – funkcja wskaźnikowa przyjmująca wartość 1 (gdy )ki Rx ∈ lub 0 (gdy )ki Rx ∉ . 

Sposób szacowania parametrów αk zależy od skali, na jakiej mierzona jest 
zmienna zależna Y. 

Jeśli zmienna Y jest mierzona na skali nominalnej, to: 

 )|(maxarg kit
t

k RxPp ∈=α ,     (2) 

gdzie:  
Pt (t = 1, 2,...,u) – klasa, do której należy obserwacja xi. 

W przypadku gdy zmienna Y jest mierzona na skali co najmniej przedzia-
łowej, to parametr αk jest średnią wartością zmiennej Y dla obserwacji znajdują-
cych się w podprzestrzeni Rk: 

 
k
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∑
∈=α ,      (3)  

gdzie  
nk – liczba obserwacji w podprzestrzeni Rk. 
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Aby ocenić jakość podziału przestrzeni R na rozłączne segmenty R1, 
R2,...,Rk można wykorzystać funkcję [Gatnar, 2009]: 

 ∑−=Δ
=

K

s
kk pRQRQRQ

1
)()()( ,      (4) 

gdzie: 
Q(Rk) – funkcja zróżnicowania obserwacji znajdujących się w podprzestrzeni Rk, 
pk – frakcja obserwacji w podprzestrzeni Rk.  

Wyrażenie (4) jest maksymalizowane (funkcja Q(Rk) jest minimalizowana), 
co zapewnia możliwie najwyższą jednorodność wydzielanych podprzestrzeni. 

Postać funkcji Q(Rk) zależy od rodzaju tworzonego drzewa decyzyjnego.  
W przypadku drzew klasyfikacyjnych do oceny homogeniczności podprzestrzeni 
Rk stosuje się przeważnie błąd klasyfikacji, wskaźnik Giniego lub miarę entropii. 
W procesie budowy drzew dyskryminacyjnych każda ze zmiennych metrycznych 
jest poddawana dyskretyzacji [Gatnar 2009], w wyniku czego jej wartości są dzie-
lone pomiędzy dwoma rozłącznymi przedziałami, po czym wybierana jest ta 
zmienna, która maksymalizuje kryterium (4). W konsekwencji każdy węzeł drze-
wa dyskryminacyjnego ma dwa węzły potomne. Jeśli zmienna X jest mierzona 
na słabej skali, to zbiór jej kategorii jest dzielony na takie dwa podzbiory, aby 
wartość wyrażenia (4) była największa. 

W strukturze drzew dyskryminacyjnych niepożądanym zjawiskiem jest 
nadmierna złożoność modelu, czemu towarzyszy wzrost wartości błędu dla zbioru 
testowego. Praktycznym sposobem przeciwdziałania temu zjawisku jest przyci-
nanie krawędzi (pruning). Redukcja rozmiarów drzewa jest procesem sekwen-
cyjnym, w wyniku którego eliminowane są te gałęzie drzewa, których brak nie 
skutkuje nadmiernym pogorszeniem jakości podziałów, monitorowanej za po-
mocą kryterium (4). Ostatecznie powstaje zbiór drzew, z których wybierane jest 
to, dla którego błąd klasyfikacji dotyczący zbioru testowego jest minimalny 
[Gatnar, 2001].  

W interpretacji określonego liścia drzewa dyskryminacyjnego CART wyko-
rzystuje się sekwencję reguł klasyfikacyjnych utworzonych dla ścieżki drzewa 
łączącej korzeń z tym liściem. Jednym z powodów wyboru analizy CART do 
klasyfikacji eksporterów jest jej efektywność w predykcji jakościowej, w przy-
padku której stosowalność wielu innych metod ilościowych jest ograniczona. 
Ponadto analiza CART jest odporna na występowanie jednostek nietypowych, 
nie wymaga liniowości związków pomiędzy zmiennymi i dopuszcza wykorzy-
stanie zmiennych charakteryzujących się brakami danych [Gatnar, 2001]. 
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2. Charakterystyka próby badawczej 
 

Źródłem danych wykorzystanych w procedurze CART było badanie ankie-
towe przeprowadzone w okresie od listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r., wśród 
firm działających w Polsce, które przynajmniej część swojej produkcji przezna-
czają na eksport. Kwestionariusz ankiety rozesłano do ok.1000 przedsiębiorstw 
działających w różnych branżach gospodarki. Zwrot ankiet był na poziomie 
65%, a po ostatecznej selekcji nadesłanych odpowiedzi w badaniu uwzględniono 
604 poprawnie wypełnione kwestionariusze. Na rys. 1 przedstawiono prze-
strzenną strukturę ankietowanych przedsiębiorstw eksportowych. Najwięcej 
badanych firm pochodziło z województw mazowieckiego (53 firmy) i śląskiego 
(52 firmy), a najmniej z województwa świętokrzyskiego (22 firmy). 
 

  
 
Rys. 1. Struktura przestrzenna ankietowanych przedsiębiorstw eksportowych 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania ankietowego przeprowadzonego w okresie od 

listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r. 
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Na rys. 2 przedstawiono branżową strukturę ankietowanych firm eksportu-
jących swoje produkty. Wyróżnione branże (grupy towarowe) nawiązują do 
nomenklatury międzynarodowej standardowej klasyfikacji handlu2 (SITC –
Standard International Trade Classification). Wśród badanych firm największą 
reprezentację miały przedsiębiorstwa rolno-spożywcze (28%), przedsiębiorstwa 
wytwarzające pozostałe wyroby (16%) oraz firmy produkujące maszyny i urządze-
nia elektryczne (14%). Ankietowane przedsiębiorstwa były również badane pod 
względem poziomu udziału swojej produkcji, którą przeznaczają na eksport. Z ba-
dania wynika, że 32% firm przeznacza na eksport od 40% do 60% swojej produkcji, 
a 11% firm eksportuje ponad 60% towarów. Stosunkowo dużą grupę stanowiły 
też firmy, które za granicę wysyłają od 20% do 40% wyrobów (36% firm). 

 
Rys. 2. Struktura branżowa ankietowanych przedsiębiorstw eksportowych 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania ankietowego przeprowadzonego w okresie od 

listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r. 
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czynników, które mogą wpływać na wybór kierunku eksportu towarów przez 
polskich przedsiębiorców. Czynniki sprzyjające rozwojowi handlu zagraniczne-
go, jak również go warunkujące, są stosunkowo szeroko opisywane w literaturze 
przedmiotu [Białecki, Kaczmarek, 2008; Nemkova i in.; Kłysik-Uryszek i Ser-
wacha, 2015]. Część z nich ma charakter uniwersalny, a inne są typowe dla 
pewnych rodzajów towarów specyficznych dla określonych branż. Podstawo-
                                                 
2  Międzynarodowa standardowa klasyfikacja handlu obejmuje dziesięć grup towarów (nr 0-9), 

które podlegają podziałowi na dalsze podgrupy. Z uwagi na słabą reprezentację firm w niektó-
rych grupach klasyfikacji SITC zdecydowano się na połączenie grup żywność i żywe zwierzęta 
(0), tytoń i napoje (2), oleje i tłuszcze (4) w jedną grupę: towary rolno-spożywcze. Z podobnego 
powodu połączono grupy podstawowe artykuły przemysłowe klasyfikowane według materiałów 
(6), inne wyroby przemysłowe (8) oraz inne wyroby gdzie indziej niesklasyfikowane (9) w jedną 
grupę: pozostałe wyroby. Z kolei z uwagi na znaczną nadreprezentację firm w grupie maszyny, 
urządzenia i środki transportu (7) wydzielono z niej dwie grupy: maszyny i urządzenia oraz 
środki transportu.  
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wym motywem działalności większości firm w gospodarce wolnorynkowej jest 
maksymalizacja zysku, co można osiągnąć m.in. na drodze ekspansji firmy na 
rynki zagraniczne (zwłaszcza w sytuacji, gdy dalsze zwiększanie sprzedaży na 
rynku krajowym staje się trudniejsze). Eksport stwarza więc szanse na zdobycie 
nowych klientów, wzrost dochodów i często ma znaczenie prestiżowe dla firmy.  

O wyborze zewnętrznych rynków zbytu często decydują również powody 
inne niż ekonomiczne. Spośród różnych czynników, o jakie pytano responden-
tów, zdecydowano się ostatecznie na uwzględnienie w niniejszej analizie pięciu 
grup czynników: rynkowych, społeczno-kulturowych, prawnych, technologicz-
nych oraz politycznych [por. Bąk, 2014]. Takie wieloaspektowe podejście do 
motywów wyboru importera wydaje się uzasadnione zwłaszcza wobec niestabil-
nej sytuacji gospodarczej i politycznej na świecie w ostatnich latach. Jest więc 
naturalne, że eksporter oprócz kryteriów czysto ekonomicznych musi brać pod 
uwagę również inne czynniki, których znajomość pozwoli na zminimalizowanie 
ryzyka w eksporcie (ekonomicznego, gospodarczego, politycznego, kursowego, 
stopy procentowej, kredytowego i innych). W ramach każdej z wyróżnionych 
grup determinantów ankietowany eksporter miał do wyboru jeden z dwóch 
czynników, który jego zdaniem w większym stopniu jest brany pod uwagę przy 
wyborze kierunku eksportu. Tabela 1 zawiera bezwzględne liczby wskazań oraz 
odsetki wskazań poszczególnych determinantów kierunku eksportu towarów. 
Wśród determinantów rynkowych respondenci najczęściej wskazywali na poziom 
zamożności gospodarstw domowych w kraju importera jako na wiodący czynnik 
wyboru kraju importera. Wśród determinantów społeczno-kulturowych takim 
głównym powodem są dysproporcje ekonomiczne w społeczeństwie i zakres 
ubóstwa w kraju importera; wśród czynników prawnych – prawodawstwo go-
spodarcze i administracyjne w kraju importera; wśród technologicznych – infra-
struktura komunikacyjna w kraju importera, natomiast wśród czynników poli-
tycznych – stabilność polityczna w kraju importera. 
 
Tabela 1. Grupy determinantów wyboru kierunku handlu zagranicznego 
 

GRUPA 
CZYNNIKÓW KATEGORIA LICZBA  

ODPOWIEDZI 

ODSETEK  
ODPOWIEDZI 

(%) 
1 2 3 4 

rynkowe 
poziom zamożności gospodarstw 
domowych 352 58,28 

wielkość i nasycenie rynku importera 252 41,72 

społeczno- 
-kulturowe 

dysproporcje ekonomiczne  
w społeczeństwie  379 62,75 

zróżnicowanie kulturowe i religijne 225 37,25 
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cd. tabeli 1 

1 2 3 4 

prawne 
polityka celna i podatkowa 204 33,77 
prawodawstwo gospodarcze  
i administracyjne 400 66,23 

technologiczne 
infrastruktura komunikacyjna 332 54,97 

wydatki na B+R 272 45,03 

polityczne 
stopień ingerencji państwa  
w gospodarkę 188 31,13 

stabilność polityczna 416 68,87 
 
Źródło:  Obliczenia własne na podstawie wyników badania ankietowego przeprowadzonego w okresie od 

listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r. 
 

Należy oczekiwać, że niektóre kombinacje czynników wymienionych w ta-
beli 1 mogą determinować wybór kierunku eksportu w pewnych grupach firm. 
Jest to przedmiotem badania, którego wyniki zamieszczono w następnym punk-
cie artykułu. 
 
 
3. Wyniki segmentacji eksporterów 
 

Postęp cywilizacyjny, rozwój nowych technologii, nowoczesne sposoby or-
ganizacji transportu sprawiają, że towary można przesyłać do odległych punk-
tów docelowych w stosunkowo krótkim czasie. W ostatnich latach rozwój rynku 
transportowego, spedycyjnego, logistycznego i ubezpieczeniowego sprzyja ob-
niżeniu jednostkowych kosztów eksportu towarów. Tym samym w dobie globa-
lizacji fizyczna odległość pomiędzy krajem eksportera i rynkiem importera nie 
jest najważniejszym kryterium warunkującym handel zagraniczny. W warunkach 
polskich dodatkowo sprzyjającą okolicznością dla rozwoju handlu międzynaro-
dowego jest intensywna rozbudowa infrastruktury drogowej, kolejowej i moder-
nizacja infrastruktury portów morskich zwiększająca przepustowość transportu 
morskiego. To powoduje, że polscy eksporterzy mogą szukać rynków zbytu nie 
tylko w krajach europejskich, ale także na innych kontynentach. I taka opcja 
coraz częściej jest wybierana przez polskie firmy. W związku z tym w pierwszym 
etapie badania dokonano segmentacji eksporterów metodą CART ze względu na 
perspektywiczny kierunek eksportu. Ankietowani eksporterzy mogli wskazać na 
następujące rynki zbytu, na które obecnie lub w niedalekiej przyszłości chcieliby 
wysyłać swoje towary: kraje UE, kraje europejskie poza UE (np. Białoruś, Nor-
wegia, Rosja, Szwajcaria, Ukraina), Ameryka (zarówno Ameryka Północna, jak 
i Ameryka Południowa), Azja i inne (Afryka, Australia z Oceanią). Wyniki po-
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działów eksporterów w postaci drzewa klasyfikacyjnego przedstawiono na rys. 3. 
Przedmiotowe drzewo ma 8 węzłów końcowych i 7 węzłów dzielonych. Powstałe 
w wyniku podziału metodą CART homogeniczne podzbiory mogą być trakto-
wane jako segmenty eksporterów, którzy preferują te same kierunki eksportu 
przy określonych kombinacjach kategorii cech reprezentujących czynniki ryn-
kowe, społeczno-kulturowe, technologiczne, prawne i polityczne. W interpretacji 
wyników analizy CART skupiono się na charakterystyce wybranych segmentów 
eksporterów wyznaczonych przez węzły końcowe drzewa klasyfikacyjnego. 
 

 
 
Rys. 3. Drzewo klasyfikacyjne CART dla zmiennej zależnej – perspektywiczny kierunek 

eksportu  
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania ankietowego przeprowadzonego w okresie od 

listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r. 
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− jeżeli przedsiębiorca, szukając perspektywicznego rynku zbytu, za prioryte-

towe uważa stabilność polityczną, dysproporcje ekonomiczne w społeczeń-
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kacyjną w kraju importera (węzeł nr 11), to najprawdopodobniej wybierze 
rynek UE (z prawdopodobieństwem 0,37), 

− jeżeli eksporter za wiodące w poszukiwaniu rynków zbytu uzna stabilność 
polityczną, dysproporcje ekonomiczne w społeczeństwie i zakres ubóstwa, 
wielkość i nasycenie rynku oraz politykę celną i podatkową w kraju importe-
ra (węzeł nr 13), to z prawdopodobieństwem 0,25 wybierze dla swoich towa-
rów rynek azjatycki, 

− jeżeli przedsiębiorca kieruje się stopniem ingerencji państwa w gospodarkę, 
dysproporcjami ekonomicznymi w społeczeństwie oraz poziomem zamożno-
ści gospodarstw domowych w kraju importera (węzeł nr 18), to z prawdopo-
dobieństwem 0,35 skieruje towary swoje firmy na rynki tych krajów europej-
skich, które nie są członkami Unii Europejskiej. 

Najwyższy odsetek trafnie zakwalifikowanych eksporterów wystąpił wśród 
tych przedsiębiorców, którzy za najbardziej perspektywiczny dla swoich towa-
rów uważają rynek europejski poza UE (ok. 78% eksporterów) oraz rynek UE 
(ok. 60% eksporterów). W analizie CART można również określić siłę poszcze-
gólnych predyktorów w różnicowaniu segmentów eksporterów. Na rys. 4 zilu-
strowano ranking ważności takich czynników. 

Na podstawie badania siły poszczególnych predyktorów w różnicowaniu 
eksporterów w przedmiotowej analizie CART stwierdzono, że największy wpływ 
na wybór perspektywicznego kierunku eksportu mają czynniki rynkowe, a w dalszej 
kolejności czynniki społeczno-kulturowe i prawne. 
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Rys. 4. Ranking ważności predyktorów w analizie CART dla zmiennej zależnej  

perspektywiczny kierunek eksportu 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania ankietowego przeprowadzonego w okresie od 

listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r. 
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rów i usług, czyli Niemcami, sprawia, że wiele firm wiąże swoje obecne oraz 
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prowadzono dla zmiennej zależnej perspektywiczny importer z UE. Responden-
tom przedstawiono do wyboru niektóre kraje reprezentujące duże i silne gospo-
darki UE: Francję, Niemcy, Włochy i inne. Wyniki segmentacji polskich 
eksporterów za pomocą analizy CART według omawianej zmiennej zależnej 
przedstawiono na rys. 5. 
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Rys. 5. Drzewo klasyfikacyjne CART dla zmiennej zależnej perspektywiczny importer z UE 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania ankietowego przeprowadzonego w okresie od 

listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r. 
 

Poniżej przedstawiono opis wybranych liści drzewa klasyfikacyjnego wi-
docznego na rys. 5: 
− jeżeli przedsiębiorca, szukając perspektywicznego rynku zbytu wśród krajów 

UE, za wiodące uważa stabilność polityczną oraz wydatki na badania i roz-
wój w kraju importera (węzeł nr 4), to najprawdopodobniej wybierze Niemcy 
(z prawdopodobieństwem ok. 0,4), 

− jeżeli eksporter kieruje się stabilność polityczną, infrastrukturą komunikacyj-
ną, prawodawstwem gospodarczym i administracyjnym, wielkością i nasyce-
niem rynku oraz zróżnicowaniem kulturowym i religijnym w kraju importera 
(węzeł nr 21), to z największym prawdopodobieństwem równym ok. 0,37 
wybierze rynek włoski, 

− jeżeli decydenci kierują się stopniem ingerencji państwa w gospodarkę oraz 
wielkością i nasyceniem rynku importera (węzeł nr 22), to najprawdopodob-
niej wybiorą Francję jako zewnętrzny rynek zbytu (z prawdopodobieństwem 
ok. 0,41).  
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Najwięcej trafnie zakwalifikowanych eksporterów w aktualnej analizie CART 
znalazło się wśród tych, którzy za najbardziej perspektywiczny dla swoich towa-
rów uważają rynek niemiecki (ok. 86% eksporterów). Na podstawie badania siły 
poszczególnych predyktorów w różnicowaniu segmentów eksporterów w ramach 
przedmiotowej analizy CART stwierdzono, że największy wpływ na wybór per-
spektywicznego eksportera w UE miały czynniki rynkowe, społeczno-kulturowe 
i polityczne. 

Możliwości transportu towarów na dalekie odległości sprawiają, że ekspor-
terzy skłonni są poszukiwać rynków zbytu poza granicami Europy. W Azji czy 
w Ameryce można wskazać kraje, w których polskie produkty już są konkuren-
cyjne zarówno pod względem ceny, jak i jakości. W związku z tym uzasadnione 
jest przeprowadzenie segmentacji eksporterów za pomocą analizy CART dla 
zmiennej zależnej perspektywiczny importer spoza Europy. Respondenci mogli 
wskazać jeden z następujących krajów przeznaczenia eksportu: Chiny, Turcję, 
USA i inne. Wyniki tej analizy przedstawia drzewo klasyfikacyjne na rys. 6. 
  

 
 
Rys. 6. Drzewo klasyfikacyjne CART dla zmiennej zależnej perspektywiczny importer 

spoza Europy 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie wyników badania ankietowego przeprowadzonego w okresie od 

listopada 2013 r. do kwietnia 2014 r. 
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Reguły decyzyjne dla wybranych liści drzewa klasyfikacyjnego przedsta-
wionego na rys. 6 są następujące: 
− jeżeli przedsiębiorca, szukając pozaeuropejskich rynków zbytu, bierze pod 

uwagę stabilność polityczną, wielkość i nasycenie rynku, politykę celną i podat-
kową oraz infrastrukturę komunikacyjną i dysproporcje ekonomiczne w kraju 
importera (węzeł nr 13), to najprawdopodobniej wybierze Turcję (z prawdopo-
dobieństwem ok. 0,48), 

− jeżeli eksporter uwzględnia stabilność polityczną oraz poziom zamożności 
gospodarstw domowych w kraju importera (węzeł nr 5), to z największym 
prawdopodobieństwem równym ok. 0,51 wybierze rynek chiński dla swoich 
towarów, 

− jeżeli respondent, poszukując pozaeuropejskiego rynku zbytu, kieruje się stop-
niem ingerencji państwa w gospodarkę oraz wielkością i nasyceniem rynku im-
portera (węzeł nr 31), to najprawdopodobniej wybierze USA (z prawdopodo-
bieństwem ok. 0,68).  

Najwyższy odsetek trafnie zakwalifikowanych eksporterów w bieżącej ana-
lizie CART mieli ci respondenci, którzy za najbardziej rokujący dla swojej dzia-
łalności eksportowej uważają rynek chiński (ok. 96% eksporterów). Badanie siły 
predyktorów w różnicowaniu eksporterów wskazuje, że największy wpływ na 
wybór perspektywicznego kraju importera zlokalizowanego poza Europą miały 
czynniki rynkowe, społeczno-kulturowe i polityczne, a najmniejsze znaczenie 
miały czynniki technologiczne i prawne. 
 
 
Podsumowanie 
 

Wyniki przedstawionych badań potwierdziły przydatność drzew klasyfika-
cyjnych w segmentacji przedsiębiorstw, które eksportują lub planują działalność 
eksportową. Wykazano, że eksporterzy są zróżnicowani pod względem postrze-
gania czynników determinujących ich wybory rynku zewnętrznego. W badaniu 
wyodrębniono profile eksporterów, którzy kierują się podobnymi motywami, 
poszukując krajów importerów w obrębie UE, jak i poza granicami Europy. 
Działalność eksportowa niesie za sobą określonego rodzaju ryzyko: kraju impor-
tera, kontrahenta, transakcyjne, rynkowe, towarowe i inne, które musi być brane 
pod uwagę przez racjonalnie działające przedsiębiorstwo zamierzające rozszerzyć 
sprzedaż towarów poza rynek wewnętrzny. Część z elementów stwarzających 
ryzyko uwidocznia się zwłaszcza w czasie niestabilnej sytuacji gospodarczej na 
świecie (np. zapoczątkowanej poważnym kryzysem sektora finansów w USA  
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w 2007 r. i 2008 r.) czy podczas międzynarodowego kryzysu politycznego (np. 
spowodowanego naruszeniem przez Rosję jedności terytorialnej Ukrainy w 2014 r.). 
Polskie firmy niektórych branż odczuły i odczuwają szczególnie skutki tego 
drugiego kryzysu, tym bardziej więc staranny wybór kraju importera jest istotny, 
bo pozwala przynajmniej częściowo ograniczyć niektóre elementy ryzyka wy-
stępującego w eksporcie. W przedmiotowym badaniu najważniejsze przy wyborze 
docelowego rynku eksportu okazywały się czynniki ekonomiczne i to wydaje się 
uzasadnione z punktu widzenia przedsiębiorstwa maksymalizującego zysk. Mo-
że jednak zastanawiać niska pozycja czynników politycznych, które okazały się 
najmniej ważne przy wyborze kierunku eksportu, a także kraju importera w UE 
(wyższą pozycję ta grupa czynników miała przy wyborze kraju importera zloka-
lizowanego poza Europą). Być może wpływ na to mógł mieć moment rozpoczę-
cia badania ankietowego (większość danych zebrano przed aneksją Krymu przez 
Rosję w 2014 r.), a także dobór krajów importerów przedstawionych responden-
tom do oceny. Z tego też względu badanie w przyszłości powinno być powtarzane, 
co pozwoli zaktualizować wyniki w zakresie preferencji czynników branych pod 
uwagę przez polskich przedsiębiorców przy poszukiwaniu zewnętrznych rynków 
zbytu. Zaletą przedmiotowych badań (zwłaszcza przy szerszej palecie zmiennych 
diagnostycznych) jest również możliwość wskazania potencjalnych problemów 
ograniczających rozwój eksportu. Ich zdiagnozowanie może być pomocne w uru-
chomieniu przez państwo instrumentów, które pomogą polskim eksporterom  
w pozyskiwaniu nowych rynków zbytu, czy umacnianiu pozycji na już posiada-
nych rynkach (np. poprzez gwarancje ubezpieczeniowe, preferencyjne kredyty, 
poręczenia i gwarancje państwa, stworzenie ram do współpracy gospodarczej 
poprzez odpowiednie umowy międzyrządowe, itp.). 
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ANALYSIS OF THE DETERMINANTS OF THE CHOICE OF EXPORT 
DIRECTIONS WITH USING CLASSIFICATION TREES 

 
Summary: The purpose of this article is to identify main factors determining the choice 
of geographical export directions of companies operating in Poland. The research in-
cludes the market factors, law factors, socio-cultural factors, technological and political 
factors, which may be important in the search for external markets. In the analysis was 
used data from a survey conducted among exporters. For the classification of companies 
exporting their goods there are used decision trees created in accordance with the CART 
algorithm. These research methods enable the creation of companies profiles which have 
similar export policy in terms of priorities of importers choice. The results of this study 
can help in the identification and in the description of the factors in the development of 
Polish exports. 
 
Keywords: export, market, classification trees, CART algorithm. 
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SOME PROPERTIES OF COMPETITIVE EQUILIBRIA 

AND STABLE MATCHINGS  
IN A GALE-SHAPLEY MARKET MODEL 

 
Summary: In the paper we study some properties of competitive equilibria in the market 
model of Gale-Shapley type. We introduce a formal definition of equilibrium in this model 
without assumption about zero pricing of unassigned goods. We also prove that competi-
tive equilibrium allocations in this model are strongly stable matchings in the Gale-Shapley 
sense (and vice versa). 
 
Keywords: Gale-Shapley market model, Competitive equilibrium, Stable matching, 
Indivisible good, Unit demand market model. 
 
 
Introduction 
 

Market models with finite number of indivisible goods and unit demand be-
came very popular since Gale [1960] presented his model of buying n houses by 
n buyers [Gale, 1960, Ch. V, § 6] and Shapley and Shubik [1971/72] developed 
their theory of „assignment games”. The Gale and Shapley [1962] model of col-
lege admissions may also be treated as some kind of „market” model with unit 
demand, yet without prices and money transfers (in the Gale-Shapley model 
applicants can be interpreted as „buyers” and colleges can be interpreted as 
„sellers” acting in a „college market” in which „traded” goods are seats in par-
ticular colleges). 

Nowadays, market models with unit demand are very often used for model-
ling auction markets, see, e.g. [Andersson and Erlanson, 2013], and hence their 
importance considerably increased in recent years. 
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The most important problems concerned with such models are, of course, 
the problems related to competitive equilibria – existence of equilibria, algo-
rithms for finding the equilibria, properties of equilibria and so on. 

A general model of market with unit demand was recently presented by 
Chen, Deng and Ghosh [2014]. They studied models with general utility func-
tions u(b, s, p(s)) and budget constraints r(b, s) (in our notation u(b, s, p(s)) is 
interpreted as utility of good s for a buyer b, when the price of s is p(s), and r(b, s) 
is the maximal (reservation) price which a buyer b is willing to pay for the good s). 

A model which is described in our paper may be treated as some special 
case of the Chen, Deng and Ghosh’s model. We assume that buyers’ preferences 
do not depend on prices and hence their utilities can be described by functions of 
the type u(b, s, p(s)) = u(b, s). The model is based on the Gale-Shapley college 
admissions model and it seems that very poor research has been done on study-
ing equilibria in such models till now. The only references we could mention 
here are the (non-published) paper of Azevedo and Leshno [2014, p. 13, lemma 2] 
and the author’s papers [e.g., Świtalski, 2008, 2014]. 

In our paper we formally define equilibrium in a Gale-Shapley market 
model. We do not use the concept of dummy buyer or dummy good, as in typical 
models [e.g. Mishra and Talman, 2010 or Chen, Deng and Ghosh, 2014]. Instead 
we introduce the sets of acceptable buyers and acceptable goods. We do not use 
also the concept of utility, as in Chen, Deng and Ghosh [2014], because we rep-
resent preferences by order relations as in the model of Gale and Shapley. 

In section 2 we show two simple, but very important properties of such 
equilibria (maximality and stability with respect to changing the prices of unas-
signed goods) and show that the traditional assumption of zeroing the prices of 
unassigned goods may be deleted from the definition with preserving the most 
important properties of the equilibrium. 

In section 3 we show that equilibria allocations in our model can be identi-
fied with the so-called strongly stable matchings (here stability is understood as 
Gale-Shapley stability defined in their paper [1962]). 
 
 
1. The model 
 

We consider two finite and non-empty sets: B and S. B is a set of buyers and 
S is a set of sellers. Each seller owns exactly one indivisible object (good) which 
she wants to sell. We identify sellers with objects they own, hence S may also be 
interpreted as a set of goods. Goods may be houses, horses, paintings and so on. 
Each buyer wants to buy no more than one object (so we have unit demand in 
our market). 
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We assume that some buyers b ∈ B may be not acceptable for a given seller 
s ∈ S (i.e. S is not ready to enter into a transaction with b) and, similarly, some 
sellers s ∈ S may be not acceptable for a given buyer b ∈ B. Hence we consider 
only pairs (b, s), such that b is acceptable for s and s is acceptable for b. Formal-
ly, we assume that a non-empty set of acceptable pairs F ⊂ B×S is defined and 
the sets: 

F(b) = {s∈S: (b, s) ∈ F}, 
F(s) = {b∈B: (b, s) ∈ F} 

are interpreted as the set of acceptable sellers for a buyer b and the set of ac-
ceptable buyers for a seller s, respectively. We assume that for each b∈B, F(b) ≠ ∅, 
and for each s∈S, F(s) ≠ ∅. 

We assume also that buyers have preferences over the sellers (equivalently – 
over the objects) and sellers have preferences over the buyers. Preferences are 
represented by weak orders (transitive and complete relations), i.e. to each agent 
(buyer b or seller s) an ordered list of agents from the opposite set is assigned, 
with possible indifferences between the agents. 

For example, notation b: [s t] u will mean that for a buyer b, sellers s and t 
are indifferent and s is better than u, t is better than u. We will use the notation  
s ≥ b t meaning that for b, s is better than (or indifferent to) t. Similarly, s >b t 
will mean strict preference and s ≈b t – indifference. 

For each buyer b and each seller s∈F(b) we define a reservation price  
r(b, s) ≥ 0 (budget constraint) interpreted as the maximal price that b is willing 
to pay for the object s (in the „college market” the role of reservation price is 
played by the sum of scores of the applicant b from the disciplines required by 
the college s). 

We assume that preferences of the sellers are determined by reservation 
prices of the buyers, i.e. for any buyers b and c and a seller s we have  

b ≥s c ⇔ r(b, s) ≥ r(c, s)      (1.1) 

A matching of buyers with sellers (or an allocation of goods among buyers) 
is some assignment of buyers to acceptable sellers such that no buyer gets more 
than one good and no good is sold to more than one buyer. Formally, we have: 

(1.2) Definition. Matching m is a set of disjoint pairs m ⊂ F ⊂ B×S (two pairs 
(b, s) and (c, t) are disjoint if b ≠ c and s ≠ t). 

If m ⊂ B×S is a matching, then m(b) = s or m(s) = b will mean that (b, s) ∈ m 
(there is a transaction between buyer b and seller s). If, for a given b ∈ B, there 
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is no s ∈ F(b) such that (b, s) ∈ m, then we write m(b) = ∅, and, similarly,  
m(s) = ∅ means that there is no b ∈ F(s) such that (b, s) ∈ m. 

In the next section we will need the following notion of maximal matching. 

(1.3) Definition. Matching m is maximal if there is no matching n ≠ m such that 
m ⊂ n ⊂ F ⊂ B×S. 

The next definition is the standard definition of Gale-Shapley stability. 

(1.4) Definition. A matching m ⊂ F ⊂ B×S is stable if there is no pair (b, s) ∈ F 
\ m such that s >b m(b) and b >s m(s) (we assume that s >b ∅ and b >s ∅ are al-
ways true). 

The pair (b, s) satisfying s >b m(b) and b >s m(s) in the above definition will 
be called blocking pair. 

We will also use the notion of strongly stable matching which can be de-
fined similarly as in the definition (1.4) with the only difference that the inequal-
ity b >s m(s) is replaced by b ≥s m(s) (the pair (b, s) satisfying the inequalities  
s >b m(b) and b ≥s m(s) will be called weakly blocking pair). 

It is easy to see that any stable (strongly stable) matching is maximal (if no, 
there would be a pair (b, s) such that m(b) = ∅ and m(s) = ∅ and so it would be 
a blocking (weakly blocking) pair). 

Assume now that each seller announces a price p(s) for the object she owns. 
A sequence of prices p(s) (s ∈ S) will be called the price vector p. For any buyer 
b and a price vector p we define the set of feasible sellers as 

F(p, b) = { s ∈ F(b) : r(b, s) ≥ p(s) }. 

So the seller s is feasible for b if b is ready to buy the object s at the price 
p(s). We do not exclude here the situation that F(p, b) is empty, i.e. that the prices 
of all objects are too high for the buyer b. 

We define the set of best (maximal) objects for b in the set F(p, b) as: 

M(p, b) = {s ∈ F(p, b): ∀ t ∈ F(p, b), s ≥ b t} 

(and M(p, b) = ∅, if F(p, b) = ∅). 
 
 
2. Equilibria – definition and basic properties 
 

Classical definition of competitive equilibrium (for continuous models) re-
quires that the equilibrium prices are „market clearing” prices, i.e. that for each 
good, demand for this good equals supply of this good. In the presented model, 
supply of each good is one and hence, if the number of goods is greater than the 



Zbigniew Świtalski 226 

number of buyers, then the equality can not hold (because of the unit demand of 
the buyers). Hence, for the considered model, the definition of competitive equi-
librium should be modified. Typical approach, in the theory of unit demand 
models, is to introduce the assumption of zero pricing of unassigned (undemanded) 
goods [see, e.g., Mishra and Talman, 2010 and Chen, Deng and Ghosh, 2014]. 

But in real markets, prices of most of the goods are positive, even if some 
of them are undemanded (i.e. if there are no buyers which could buy them). 
From the point of view of continuous models, we have no equilibrium in such 
situation, yet for the unit demand model it appears that we can define equilibrium 
even under the assumption of positivity of prices of undemanded goods.  

Namely, in our paper we extend the notion of equilibrium for the unit de-
mand models, introducing the so-called weak equilibrium, for which all im-
portant properties of standard definition are preserved and in which all prices 
(even for unassigned <undemanded> goods) may be positive. 

We start from the very weak notion of quasi-equilibrium. Then we formally 
define the notions of unassigned and undesired goods. In a quasi-equilibrium 
unassigned goods may be interpreted as goods which are undemanded under 
fixed prices, and undesired goods are those which are undemanded under any 
price. Using these notions we then define equilibria and weak equilibria and 
state their properties. 

(2.1) Definition. Quasi-equilibrium is a pair (m, p) (where m ⊂ F ⊂ B×S is  
a matching and p – a price vector), satisfying the conditions (for each b∈B and  
s ∈ F(b)): 

(1) F(p, b) ≠ ∅ ⇒ ∃ s ∈ M(p, b), (b, s) ∈ m, 
(2) (b, s) ∈ m ⇒ s ∈ M(p, b). 

The first condition says that to any buyer b, for which the set of feasible 
goods is non-empty, a good s ∈ F(b) is assigned, which is best for b. The second 
condition says that the good s which is assigned to b should be the best good for 
her. In other words, if, for a buyer b, F(p, b) is empty, then no good is assigned to b. 

If (m, p) is a quasi-equilibrium, then p will be called quasi-equilibrium prices, 
and m – quasi-equilibrium allocation. It is easy to see that in a quasi-equilibrium 
some goods may be not assigned to any buyer and some buyers may not obtain 
any good (see example (2.5) below). 

(2.2) Definition. Let m be a matching. A good s such that there exists b with  
(b, s) ∈ m is called assigned under m. A good which is not assigned under m is 
called unassigned under m. A buyer b such that there is no s with (b, s) ∈ m is 
called unsatisfied under m. 
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(2.3) Definition. Let (m, p) be a quasi-equilibrium and q a price vector. We say 
that q differs from p only for good s if q(t) = p(t) for all t ≠ s. 

(2.4) Definition. Let (m, p) be a quasi-equilibrium. We say that s is undesired 
under (m, p), if it is unassigned under m and if (m, q) is a quasi-equilibrium for 
any price vector q such that q differs from p only for s. 

Hence, undesired goods are those which are not demanded under prices p 
and which will be not demanded even if we change in any way (for example 
decrease) their prices. 

(2.5) Example. Let B = {b, c}, S = {s, t, u}, F = {(b, s), (b, t), (b, u), (c, s),  
(c, t)} and preferences of the buyers are: b: s t u, c: t s, (hence for the buyer b we 
have s > t > u, and for c we have t > s). Reservation prices are: r(b, s) = r(b, t) = 
r(b, u) = 2, r(c, s) = r(c, t) = 1. Let p = (2, 2, 2) (i.e. p(s) = p(t) = p(u) = 2) and  
m = {(b, s)}. Then (m, p) is a quasi-equilibrium (we have F(p, b) = {s, t, u},  
F(p, c) = ∅ and M(p, b) = {s}, hence the only possible pair in any quasi-
equilibrium allocation with prices p is (b, s)). The goods t and u are unassigned 
under m, but u is undesired under (m, p) (if we take prices q = (2, 2, q(u)), i.e. if 
we take q differing from p only for u, then (m, q) is still a quasi-equilibrium) and 
t is not undesired under (m, p) (if we take prices q = (2, 1, 2), then (m, q) is not  
a quasi-equilibrium, because F(q, c) = {t} and M(q, c) = {t}, but (c, t) ∉ m). 

Now we state the standard definition of (competitive) equilibrium. Our def-
inition agree with the definitions presented in [Mishra and Talman, 2010] and in 
[Chen, Deng and Ghosh, 2014], although the notation here is different and we do 
not use the concepts of dummy buyer, dummy good and utility function. 

(2.6) Definition. A pair (m, p) is called equilibrium, if it is a quasi-equilibrium 
(i.e. conditions (1) and (2) from the definition (2.1) are satisfied) and if prices of 
all unassigned goods are zero. 

The next two propositions state two important properties of any equilibrium: 
maximality and stability with respect to changing the prices of unassigned goods. 

(2.7) Proposition. If (m, p) is an equilibrium, then m is a maximal matching. 
Proof. Assume that m is not maximal. Hence there is a pair (b, s) ∈ F such 

that (b, s) ∉ m, b is unsatisfied and s is unassigned. By the definition (2.6), price 
of s is zero and hence s ∈ F(p, b) (s is feasible for b). By (1) from the definition 
(2.1), there exists t ∈ M(p, b) ⊂ F(p, b) such that (b, t) ∈ m. Hence b is satisfied, 
a contradiction. 

Maximality of m means that there is no pair (b, s) of mutually acceptable 
agents (buyer and seller) such that b is unsatisfied (there is no good assigned to 
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b) and the good owned by s is not sold (not assigned to any buyer). In special 
case, if all pairs (b, s) are acceptable, it means that if the number of buyers is 
greater than the number of sellers, then no good is unassigned, and if the number 
of sellers is greater than the number of buyers, then no buyer is unsatisfied. 
Hence the prices p in any equilibrium may, in some sense, be interpreted as 
„market clearing” prices similarly as in the (neo-) classical theory of competitive 
(Walrasian) equilibrium. 

The next property of equilibrium says that, roughly speaking, for any equi-
librium (m, p) we can change the prices of unassigned goods without changing 
the equilibrium allocation m. 

(2.8) Proposition. If (m, p) is an equilibrium, then all unassigned goods under m 
are undesired under (m, p). 

Proof. Take an unassigned good s and let q be a price vector such that q dif-
fers from p only for s. It is easy to see that for any buyer b, F(p, b) ≠ ∅ if and 
only if F(q, b) ≠ ∅ and that M(p, b) = M(q, b) (because price of s is zero and by 
increasing it we can only decrease the sets F(p, b) without affecting the sets  
M(p, b)). Hence, if the conditions (1) and (2) from the definition (2.1) are satis-
fied for (m, p), then they are also satisfied for (m, q). Thus, by definition (2.4),  
s is undesired under (m, p).  

Proposition (2.8) is a formal statement of an obvious fact that if some good 
s is not demanded under price p(s), then it will be not demanded under any high-
er price q(s). 

We can use proposition (2.8) to weaken the notion of equilibrium and to 
formulate the definition of equilibrium without the assumption of zeroing the 
prices of unassigned goods. 

(2.9) Definition. A pair (m, p) is called weak equilibrium if it is a quasi-
equilibrium such that all unassigned goods under m are undesired under (m, p). 

Proposition (2.8) implies that each equilibrium is a weak equilibrium. It is 
also easy to see that if (m, p) is a weak equilibrium, then m is maximal (for a weak 
equilibrium (m, p) we can decrease all the prices of unassigned goods to zero, 
thus obtaining an equilibrium (m, q) for which, by proposition (2.7), m is maximal). 

Hence weak equilibrium is a reasonable extension of the concept of equilib-
rium, preserving the property of maximality (thus the weak equilibrium prices 
can also be interpreted as „market clearing” prices) but without the property of 
zero pricing of unassigned goods. 
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3. Relationship with the Gale-Shapley stability 
 

In this section we formulate and prove a result about relationship between the 
notion of equilibrium in the Gale-Shapley market model and the notion of stable 
matching in the sense of Gale and Shapley’s college admission model [1962]. The 
result says that a matching m is an equilibrium (weak equilibrium) allocation if and 
only if it is a strongly stable matching in the sense of Gale and Shapley. 

Hence we obtain another important property of any (weak) equilibrium alloca-
tion (i.e. the property of being a strongly stable matching) and, on the other hand,  
a property of any strongly stable matching (being an equilibrium allocation). 

The result is the following. 

(3.1) Theorem. If (m, p) is an equilibrium (weak equilibrium), then m is  
a strongly stable matching, and if m is a strongly stable matching, then there 
exist prices p such that (m, p) is an equilibrium (weak equilibrium). 

Proof. First we prove that m is strongly stable for any equilibrium (m, p). 
Assume that we have an equilibrium (m, p) and m is not strongly stable. Hence there 
exists a pair (b, s) ∈ F \ m such that s >b m(b) and b ≥s m(s). Consider two cases: 
(1)  m(s) ≠ ∅. Obviously (m(s), s) ∈ m and, by (2), definition (2.1), we have  

s ∈ M(p, m(s)). Hence r(m(s), s) ≥ p(s). By our initial assumption b ≥s m(s) 
and this implies, by (1.1), r(b, s) ≥ r(m(s), s) ≥ p(s). Hence s ∈ F(p, b). Thus, 
by our assumption s >b m(b), we have m(b) ∉ M(p, b), a contradiction with 
the definition of equilibrium (by (2), definition (2.1) we should have m(b) ∈ 
M(p, b)).  

(2)  m(s) = ∅. In this case s is unassigned and hence p(s) = 0. Thus, obviously, 
r(b, s) ≥ p(s), and the same reasoning as previously leads to a contradiction. 

Now we prove that for a strongly stable matching m there exist prices p 
such that (m, p) is an equilibrium. 

Assume that m is strongly stable. Define p by p(s) = r(b, s) if there exist  
b ∈ F(s) such that m(s) = b and p(s) = 0, if there is no such b. Hence prices of all 
unassigned goods are zero and by definition (2.6) it suffices to show that (m, p) 
is a quasi-equilibrium. First we prove that condition (1) from the definition (2.1) 
is satisfied. 

Assume that F(p, b) ≠ ∅ for some b∈B and that (b, s) ∉ m for all s ∈ M(p, b). 
Consider two cases: 
(1) there exists t ∈ F(b) such that (b, t) ∈ m. Hence b ∈ F(t) and m(t) = b. By the 

definition of p, we have p(t) = r(b, t) and so t ∈ F(p, b). By our initial as-
sumption t ∉ M(p, b). Obviously M(p, b) ≠ ∅. Take any s ∈ M(p, b). Hence 
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r(b, s) ≥ p(s) (because s ∈ M(p, b) ⊂ F(p, b)) and s >b t (because t ∈ F(p, b) \ 
M(p, b)). Consider two subcases: 
(a)  there exists c ∈ F(s) such that m(s) = c. Thus p(s) = r(c, s) and so r(b, s) ≥ 

r(c, s). Hence, by (1.1), b ≥s c = m(s) and so (taking into account that s >b 
t = m(b)) we obtain that (b, s) is a weakly blocking pair, a contradiction 
with the strong stability of m. 

(b) there is no c ∈ F(s) such that m(s) = c. Obviously, (b, s) is also a weakly 
blocking pair in this case, because s >b t = m(b) and b ≥s ∅ = m(s). Hence, 
we have also a contradiction here. 

We now consider the second case: 
(2)  there is no t ∈ F(b) such that (b, t) ∈ m. We have F(p, b) ≠ ∅, hence there exists 

s ∈ F(p, b) and r(b, s) ≥ p(s). Buyer b is not matched with any t ∈ F(b), hence, 
by maximality of m, there exists c ∈ F(s) such that (c, s) ∈ m. Thus p(s) = r(c, s) 
and r(b, s) ≥ r(c, s) (because r(b, s) ≥ p(s)). Hence, by (1.1), b ≥s c = m(s). 
We have also s >b ∅ = m(b), thus m is not strongly stable, a contradiction. 

Now we prove that condition (2) from the definition (2.1) is satisfied. Take 
a pair (b, s) ∈ m and assume that s ∉ M(p, b). We have (b, s) ∈ m and so m(s) = b 
and p(s) = r(b, s), hence s ∈ F(p, b) \ M(p, b). Thus there exists t ∈ F(p, b) such 
that t >b s. Consider two cases: 
(1) there exists c ∈ F(t) such that m(t) = c. Hence p(t) = r(c, t). We have t ∈ F(p, b), 

so r(b, t) ≥ p(t) = r(c, t). Hence, by (1.1), b ≥t c = m(t) and (b, t) is a weakly 
blocking pair (because t >b s = m(b)), a contradiction. 

(2) there is no c ∈ F(t) such that m(t) = c. Hence p(t) = 0 and also in this case (b, t) 
is a weakly blocking pair (we have b ≥t ∅ = m(t) and t >b s = m(b)), a contra-
diction.  

 
 
Concluding remarks 
 

In our paper we have studied some properties of competitive equilibria in  
a market model with indivisible goods and unit demand. Our model is based on 
Gale-Shapley college admissions model, but can be applied to more general 
situations (for example for studying some auction markets). Studying such mod-
els may be very important from the point of view of looking for effective algo-
rithms of computing competitive equilibria, as it was shown in the paper of 
Chen, Deng and Ghosh [2014]. We have shown that competitive equilibria in the 
unit demand models can be defined in different ways. The traditional definition, 
used in literature, needs restrictive assumption of zero pricing of unassigned 
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goods. In our definition of weak equilibrium there is no such assumption, yet, as 
we have proved, the two important properties of standard definition (maximality 
and stability with respect to changing the prices of unassigned goods) are still 
preserved. Thus the weaker notion of equilibrium may be, as we think, better 
suited for modelling real markets.  

In the last section we have related the notion of equilibrium in our model 
with the classical notion of stable matching of Gale and Shapley. Hence the 
problem of looking for equilibria for such models can be reduced to the problem 
of looking for stable matchings, which, in general, is relatively easy task. 

It is worth noting that similar results concerning relationships between 
equilibria and Gale-Shapley stability were proved recently by Hatfield et. al. [2013] 
and Herings [2015], but our model can not be embedded in these models (in 
Hatfield et. al. [2013] the utility functions are quasi-linear and in Herings [2015] 
there are no reservation prices in our sense). Hence it would be interesting to 
build a general market model which would include as special cases our model 
and the two above models and for which the relationship between equilibria and 
Gale-Shapley stability could be proved. But it needs further research. 
 
 
References 
 
Andersson T., Erlanson A. (2013), Multi-Item Vickrey-English-Dutch Auctions, „Games 

and Economic Behavior”, nr 81, s. 116-129. 

Azevedo E.M., Leshno J.D. (2014), A supply and demand framework for two-sided matching 
markets, working paper, http://www.columbia.edu, (last access: 8.09.2015). 

Chen N., Deng X., Ghosh A. (2014), Competitive Equilibria in Matching Markets with 
Budgets, arxiv.org. 

Gale D. (1960), The theory of linear economic models, The University of Chicago Press, 
Chicago. 

Gale D., Shapley L.S. (1962), College Admissions and the Stability of Marriage, „Amer-
ican Mathematical Monthly”, nr 69, s. 9-15.  

Hatfield J.W., Kominers S.D., Nichifor A., Ostrovsky M., Westkamp A. (2013), Stability 
and Competitive Equilibrium in Trading Networks, „Journal of Political Economy”, 
nr 5(121), s. 966-1005. 

Herings P.J. (2015), Equilibrium and Matching under Price Control, working paper 
RM/15/001, Maastricht University, Graduate School of Business and Economics. 

Mishra D., Talman D. (2010), Characterization of the Walrasian equilibria of the as-
signment model, „Journal of Mathematical Economics”, nr 46, s. 6-20. 



Zbigniew Świtalski 232 

Shapley L.S., Shubik M. (1971/72), The Assignment Game I: The Core, „Int. Journal of 
Game Theory”, nr 1, s. 111-130. 

Świtalski Z. (2008), Stability and equilibria in the matching models, „Scientific Re-
search of the Institute of Mathematics and Computer Science”, Częstochowa Uni-
versity of Technology, nr 2(7), s. 77-85. 

Świtalski Z. (2014), The structure of the set of vectors of equilibrium prices in the market 
model of Gale-Shapley type (in Polish), „Przegląd Statystyczny”, nr 1(61), s. 15-26. 

 
 

PEWNE WŁASNOŚCI RÓWNOWAGI KONKURENCYJNEJ I SKOJARZEŃ 
STABILNYCH W MODELU RYNKU TYPU GALE’A-SHAPLEYA 

 
Streszczenie: W artykule zbadano pewne własności równowagi konkurencyjnej w mo-
delu rynku typu Gale’a-Shapleya. Podano formalną definicję równowagi, w tym modelu 
bez założenia o zerowaniu się cen dóbr nieprzydzielonych. Udowodniono też, że alokacje 
równowagi konkurencyjnej w tym modelu są skojarzeniami silnie stabilnymi w sensie 
Gale’a-Shapleya (i na odwrót).  
 
Słowa kluczowe: model rynku typu Gale’a-Shapleya, równowaga konkurencyjna, skoja-
rzenie stabilne, dobro niepodzielne, model rynku z jednostkowym popytem.  
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WYBÓR SPOSOBU SKŁADOWANIA TOWARÓW  
W AUTOMATYCZNYM MAGAZYNIE NIEWIELKICH 

JEDNOSTEK ŁADUNKOWYCH 
 
Streszczenie: W artykule opisano zasady działania magazynów automatycznych typu 
miniload i porównano kilka koncepcji składowania towarów. Analizie poddany został 
wariant magazynu, w którym w jednej lokalizacji składowane mogą być dwie kuwety  
z towarami. Opisane w literaturze składowanie oparte na podziale na grupy towarów  
w oparciu o współczynnik rotacji (zgodnie z klasyfikacją ABC) może dla analizowanego 
wariantu powodować pewne trudności i w efekcie nie zawsze prowadzić do redukcji 
średniego czasu pobrania towaru. W pracy podano pewne modyfikacje tego rozwiązania. 
Wyniki opracowano z wykorzystaniem autorskiego narzędzia symulacyjnego. 
 
Słowa kluczowe: kompletacja zamówień, symulacje, magazynowanie. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Magazynowanie towarów obejmuje procesy pobrania wyrobów, odłożenia 
ich na miejsca przechowywania, kompletację oraz ich zapakowanie i wysyłkę do 
klienta. Każda operacja generuje koszty, istnieje więc potrzeba ich optymalizacji. 
Według różnych badań naukowych najdroższy, bo powodujący aż 55% kosztów 
operacyjnych magazynu, jest proces kompletacji towarów [Bartholdi i Hackman, 
2011]. Z tego powodu wiele firm koncentruje swoje wysiłki na optymalizacji 
tego właśnie procesu i (przynajmniej częściowo) zastępuje tradycyjne rozwiąza-
nia kompletacji ręcznej typu „człowiek do towaru” systemami automatycznymi, 
które pozwalają na znaczącą redukcję czasów, a więc i kosztów kompletacji. Do 
efektywnego przechowywania i szybkiej kompletacji towarów o małych gabary-
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tach wykorzystać można automatyczne magazyny niewielkich jednostek ładun-
kowych (ang. Miniload Automated Storage/Retrieval Systems (AS/RS)). Celem 
artykułu jest porównanie czasów kompletacji zamówień dla różnych sposobów 
składowania towarów w magazynach AS/RS. Zbadany zostanie słabo opisany  
w literaturze przypadek, w którym w jednej lokalizacji przechowywane są dwie 
kuwety z towarami. 
 
 
1. Automatyczne magazyny niewielkich jednostek ładunkowych 
 

Magazyny automatyczne typu miniload składają się z kilku stanowisk GTM 
(ang. Goods-To-Man), strefy składowania towarów, stanowiska przyjęcia towa-
rów i przenośnika taśmowego w kształcie pętli, zwanego z języka angielskiego 
loop (rys. 1). Towary na stanowisku przyjęcia wkładane są przez pracowników 
magazynowych do pojemników (kuwet), które opatrzone są kodami kreskowy-
mi. Następnie kuwety umieszcza się na przenośniku taśmowym, który dzięki 
systemowi skanerów kodów kreskowych przemieszcza kuwetę do odpowiedniej 
alejki, w której składowane są towary, a następnie za pośrednictwem urządzenia 
służącego do automatycznego składowania i pobierania towarów (zwanego układni-
cą) na odpowiednie miejsce składowania w regale. Z kolei podczas odwrotnego 
procesu kompletacji kuwety transportowane są najpierw z regałów poprzez 
układnicę na przenośnik taśmowy, a następnie na właściwe stanowisko GTM, 
gdzie pracownik pobiera odpowiednią liczbę towarów, po czym za pośrednic-
twem przenośnika taśmowego i układnicy kuweta wraca na miejsce przechowy-
wania (niekoniecznie to samo, z którego została pobrana). 

W literaturze analiza automatycznych magazynów niewielkich jednostek 
ładunkowych ograniczona jest do jednej układnicy i skupia się zazwyczaj na 
problemie optymalizacji czasu pobrania towarów przez układnicę. Zagadnienie 
to rozwiązać można poprzez optymalizację składowania towarów o różnych 
współczynnikach rotacji. Możliwe są dwie metody badania czasu pobrania towa-
rów: analityczna, gdzie autorzy opracowują odpowiednie wzory matematyczne, 
np. [Bozer i White, 1984], [Bozer i White, 1990], [Bozer i White, 1996], [Hu i in., 
2005], [Park, Foley, Frazelle, 2006], [Lerher i in., 2010]) i symulacyjna (np. 
[Güller i Hegmanns, 2014], [Andriansyah i in., 2008], [Andriansyah i in., 2011]. 
W innych pracach badania koncentrują się na optymalizacji samego procesu 
składowania towarów, dzięki czemu możliwa jest szybsza kompletacja [Atmaca 
i Ozturk, 2013]. 
 



Wybór sposobu składowania towarów... 235 

 
 
Rys. 1. Automatyczny magazyn niewielkich jednostek ładunkowych 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

W cytowanych pracach autorzy przyjęli najprostszy wariant organizacji 
pracy magazynu typu miniload: w regale na jednym polu przechowywana jest 
tylko jedna kuweta, którą jako jedyną w jednym cyklu może przewieźć układni-
ca (rys. 2a). W praktyce powstają jednak systemy umożliwiające przechowywa-
nie w jednej lokalizacji kilku kuwet, które mogą być jednocześnie transportowa-
ne. W artykule badania skoncentrują się na przypadku, w którym w jednej 
lokalizacji są miejsca na dwie kuwety, które mogą być przetransportowane za 
pośrednictwem układnicy w jednym cyklu (rys. 2b). Wariant taki jest trudniejszy 
do analizy, umożliwia jednak bardziej efektywne wykorzystanie powierzchni 
magazynowej, jak również szybszą realizację procesu kompletacji zamówień. 
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a) w jednej lokalizacji znajduje się jedna 

kuweta 

 
b) w jednej lokalizacji znajdują się dwie 

kuwety 
 
Rys. 2. Układnica i regały z kuwetami (rysunki przedstawiają jeden poziom składowania) 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 
 
2. Algorytm składowania i kompletacji towarów 
 

W badaniach rozważania ograniczono do tylko jednej układnicy i przeana-
lizowano wpływ różnych sposobów ułożenia na regałach towarów szybko rotu-
jących na średni czas pobrania kuwety przez układnicę i dostarczenia jej na 
przenośnik taśmowy. Podział na klasy przeprowadzony został zgodnie z regułą 
Pareto: przyjęto założenie, że 20% towarów przechowywanych w magazynie 
generuje 80% popytu (klasa A), 30% towarów generuje 15% popytu, a pozostałe 
50% towarów należy do klasy C – łącznie stanowią zaledwie 5% całkowitego 
popytu na towary. Rozpatrzono cztery sposoby ułożenia towarów: 
a) kuwety z towarami z klasy A znajdują się najbliżej punktu I/O (przenośnika 

taśmowego, na który są odstawiane przez układnicę). Część magazynu z to-
warami z klasy A nosi nazwę strefy A i ma kształt kwadratu (układnica równo-
cześnie porusza się w dwóch kierunkach – w pionie i w poziomie, dlatego przy 
wyznaczaniu odległości lokalizacji od punktu I/O można skorzystać z metryki 
Czebyszewa, stąd też kwadratowy kształt strefy). Jeśli ten sam towar prze-
chowywany jest w wielu kuwetach, to wszystkie znajdują się w strefie A ma-
gazynu, a układnica może pobrać dowolną kuwetę. Towary z klasy B skła-
dowane są w strefie B magazynu, która znajduje się z większej odległości od 
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punktu I/O, a pozostałe towary (klasa C) umieszczane są na końcu regału. 
Układnica może pobrać dowolną kuwetę z potrzebnym towarem (rys. 3a), 

b) w strefie A i B, które znajdują się najbliżej punktu I/O przechowywane są 
tylko kuwety z towarami z klas A i B z minimalnym ilostanem (z tego powo-
du strefy te są mniejsze niż w poprzednim wariancie). Podczas procesu kom-
pletacji pobierane są tylko kuwety z minimalnym ilostanem. Jeśli zamówie-
nie opiewa na większą ilość towaru, to pracownik najpierw opróżnia kuwetę 
z minimalnym ilostanem, a następnie dostarczana jest inna kuweta z tym to-
warem (ze strefy C), z której pobiera się brakujący towar. Po pobraniu towa-
ru kuweta ta umieszczona zostaje w strefie odpowiadającej klasie towaru, 
który zawiera (rys. 3b), 

c) regał nie jest podzielony na strefy – przydział kuwet do lokalizacji odbywa 
się w sposób losowy – niezależnie od tego, jak szybko przechowywane towa-
ry rotują. Układnica może pobrać dowolną kuwetę z potrzebnym towarem 
(rys. 3c), 

d) regał nie jest podzielony na strefy – przydział kuwet do lokalizacji odbywa 
się w sposób losowy – niezależnie od tego, jak szybko przechowywane towary 
rotują. Układnica może pobrać tylko kuwety z minimalnym ilostanem (rys. 3d). 

W przypadku gdy w jednej lokalizacji przechowywana jest jedna kuweta,  
a układnica może jednocześnie transportować też tylko jedną kuwetę, ustalenie 
algorytmu wyznaczania trasy układnicy i wyznaczenie dystansu pokonywanego 
przez układnicę i czasu kompletacji jest banalne. Dla rozpatrywanego wariantu 
(możliwość przechowywania dwóch kuwet w jednej lokalizacji i jednoczesnego 
transportu dwóch kuwet) sprawa nieco się komplikuje. Możliwe są następujące 
sytuacje: 
a) układnica pobiera dwie kuwety z jednej lokalizacji (towary z obu znajdują się 

na zamówieniu) – sytuacja idealna, 
b) układnica pobiera jedną kuwetę z pewnej lokalizacji (kuweta musi znajdować 

się po wewnętrznej stronie korytarza lub być jedyną kuwetą aktualnie prze-
chowywaną w danej lokalizacji), a następnie pobiera drugą kuwetę z innej 
lokalizacji (ta kuweta również musi znajdować się po wewnętrznej stronie 
korytarza lub być jedyną kuwetą aktualnie przechowywaną w danej lokaliza-
cji). Układnica z dwoma kuwetami przemieszcza się do punktu I/O, 

c) układnica pobiera jedną kuwetę z pewnej lokalizacji (kuweta musi znajdować 
się po wewnętrznej stronie korytarza lub być jedyną kuwetą aktualnie prze-
chowywaną w danej lokalizacji) i tylko z tą kuwetą przemieszcza się do 
punktu I/O, 
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d) układnica pobiera dwie kuwety z pewnej lokalizacji (kuweta po wewnętrznej 
stronie korytarza jest zbędna, potrzebna kuweta znajduje się po zewnętrznej 
stronie), następnie odkłada niepotrzebną kuwetę na najbliższej pustej lokali-
zacji i pobiera kolejną kuwetę z innej lokalizacji (ta kuweta musi znajdować 
się po wewnętrznej stronie korytarza lub być jedyną kuwetą aktualnie prze-
chowywaną w danej lokalizacji). Układnica z dwoma kuwetami przemiesz-
cza się do punktu I/O, 

 

 
a) 
 

 
b) 

 
c) 

 
d) 

 
Rys. 3. Sposoby rozmieszczenia i kompletacji towarów: 

a) składowanie zgodnie z klasyfikacją ABC, pobieranie dowolnej kuwety, 
b) składowanie losowe, pobieranie dowolnej kuwety, 
c) składowanie zgodnie z klasyfikacją ABC, pobieranie kuwety z minimalnym 

ilostanem, 
d) składowanie losowe, pobieranie kuwety z minimalnym ilostanem. 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
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Rys. 4. Schemat blokowy algorytmu kompletacji 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
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e) układnica pobiera dwie kuwety z pewnej lokalizacji (kuweta po wewnętrznej 
stronie korytarza jest zbędna, potrzebna kuweta znajduje się po zewnętrznej 
stronie) i z dwiema kuwetami przemieszcza się do punktu I/O. Kuweta z to-
warem, który nie będzie kompletowany nie trafia na stanowisko GTM, tylko 
pozostaje na przenośniku taśmowym, po czym zostaje odłożona na regał. 

Propozycja algorytmu uwzględniającego opisane przypadki przedstawiona 
jest na rys. 4. Zaprezentowany schemat blokowy nie będzie generował rozwią-
zań minimalizujących czas pobrania towarów z jednego zamówienia, jednak 
rozwiązania będą lepsze niż w przypadku, gdy układnica jednocześnie transpor-
tuje tylko jedną kuwetę. 
 
 
3. Wyniki obliczeń 
 

Do przeprowadzenia obliczeń wykorzystano stworzone przez autora narzędzie 
symulacyjne Miniload Real-Time Simulator (autor w niedalekiej przyszłości 
planuje opublikować program wraz z dokumentacją w Internecie). Dla każdego 
z czterech wariantów decyzyjnych składowania towarów opisanych w poprzed-
nim podrozdziale (rys. 3) wygenerowano 10 tys. zamówień. De Koster, Van Der 
Poort i Roodbergen [1998] pokazali, że dla tradycyjnej kompletacji typu „człowiek 
do towaru”, czasy kompletacji mają rozkład zbliżony do normalnego, a liczba 
replikacji wynosząca około 10 tys. jest w pełni wystarczająca (dla 95% poziomu 
ufności i błędu szacunku nieprzekraczającego 2%). Hipotezy te w dalszej części 
podrozdziału zweryfikowane zostaną dla czasów kompletacji towarów w maga-
zynie automatycznym. 

W magazynie automatycznym niezwykle istotna jest kolejność pobieranych 
przez układnicę kuwet. Nie jest możliwe pobranie towaru z nowego zamówie-
nia, dopóki nie dostarczy się na stanowisko GTM wszystkich niezbędnych ku-
wet do realizacji poprzedniego zamówienia. Wielkość zamówienia (liczba róż-
nych indeksów towarów na zamówieniu) może więc w pewien sposób wpływać 
na czas pobrania kuwet – możliwa jest bowiem sytuacja, w której układnica – 
aby zakończyć jedno zamówienie – musi pobrać tylko jedną (ostatnią z listy na 
zamówieniu) kuwetę. Autor w badaniach nie koncentrował się na wpływie wiel-
kości zamówienia na czas kompletacji, dlatego we wszystkich doświadczeniach 
przyjęto stałą liczbę indeksów towarów na zamówieniu równą 20. 

W tabeli 1 przedstawiono wyniki symulacji. Zdecydowanie najkrótszy 
średni dystans podczas realizacji jednego zamówienia układnica pokonała dla 
drugiego wariantu (ułożenie towarów zgodnie z klasyfikacją ABC, pobieranie 
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tylko kuwety z minimalnym ilostanem, rys. 3b). Wariant ten zajmuje jednak 
dopiero trzecie miejsce w rankingu szybkości pobierania towarów. Najkrótszy 
czas kompletacji uzyskano dla wariantu 1 – rozmieszczenie zgodne z klasyfikacją 
ABC, ale pobieranie dowolnej kuwety. Podczas kompletacji towarów przy drugim 
wariancie znacznie rzadziej pobierane były dwie kuwety z jednej lokalizacji oraz 
dwie kuwety z dwóch lokalizacji bez konieczności odłożenia zbędnej kuwety. 
Dla pierwszego wariantu – jeżeli układnica przewoziła dwie kuwety, to zazwy-
czaj pobranie drugiej poprzedzała konieczność odłożenia kuwety zbędnej pobra-
nej wraz z pierwszą kuwetą, co powodowało wydłużenie czasu pracy układnicy. 

Zdecydowanie najgorszy – zarówno pod względem dystansu pokonanego 
przez suwnicę, jak i czasu jej pracy, jest wariant czwarty – losowe ułożenie kuwet 
i pobieranie kuwety z minimalnym ilostanem. 
 
Tabela 1. Wyniki symulacji 
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Średni dystans [m] 602,53 379,89 649,09 1150,18 

Dwie kuwety z jednej lokalizacji 
[średnia liczba pobrań na 
1 zamówienie] 

0,88 0,14 0,51 0,01 

Dwie kuwety z dwóch lokalizacji  
(bez odkładania) [średnia liczba 
pobrań na 1 zamówienie] 

8,77 2,76 9,18 2,58 

Jedna kuweta [średnia liczba pobrań 
na 1 zamówienie] 0,24 5,31 0,21 5,63 

Dwie kuwety z dwóch lokalizacji 
(z odłożeniem) [średnia liczba pobrań 
na 1 zamówienie] 

0,24 4,45 0,20 4,59 

Średni czas [m:s] 5:58 6:36 6:16 10:58 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Na rys. 5 przedstawiono wykresy rozkładu prawdopodobieństwa czasu 
kompletacji zamówień dla każdego z czterech rozpatrywanych wariantów. Wi-
zualna ocena pozwala stwierdzić, że w każdym przypadku są one zbliżone do 
rozkładu normalnego. Można więc sprawdzić, czy wielkość próby (liczba repli-
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Tabela 2. Minimalna liczba replikacji 
 

Sposób rozmieszczenia i kompletacji towarów Poziom  
ufności 

Min. liczba replikacji ݀௫̅ = 1 ௫̅݀ .ݏ =  .ݏ	2
ABC, dowolna kuweta 

1-α=95% 

4685 1171 
Losowe ułożenie, dowolna kuweta 2808 702 
ABC, kuweta z minimalnym stanem 4965 1241 
Losowe ułożenie, kuweta z minimalnym stanem 9924 2481 
ABC, dowolna kuweta 

1-α=97% 

5744 1436 
Losowe ułożenie, dowolna kuweta 3442 861 
ABC, kuweta z minimalnym stanem 6087 1522 
Losowe ułożenie, kuweta z minimalnym stanem 12166 3041 
ABC, dowolna kuweta 

1-α=99,5% 

9610 2403 
Losowe ułożenie, dowolna kuweta 5759 1440 
ABC, kuweta z minimalnym stanem 10184 2546 
Losowe ułożenie, kuweta z minimalnym stanem 20356 5089 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 
 
Podsumowanie 
 

Automatyczne magazyny niewielkich jednostek ładunkowych umożliwiają 
redukcję czasu kompletacji zamówień w porównaniu z tradycyjnymi magazy-
nami, gdzie towary pobierane są wg zasady „człowiek do towaru”. Samo wdro-
żenie systemu typu miniload nie jest jednak wystarczające – optymalizacja skła-
dowania towarów może spowodować dalsze znaczące skrócenie czasu pobrania 
towaru. Z przeprowadzonych badań wynika, że spośród czterech analizowanych 
wariantów najkrótszy czas kompletacji jednego zamówienia można uzyskać przy 
ułożeniu towarów zgodnie z klasyfikacją ABC i pobieraniu dowolnej kuwety  
z potrzebnym towarem. Rozwiązanie takie nie jest jednak pozbawione wad. 
Możliwość pobierania dowolnej kuwety powoduje, że kuwety wolniej się 
opróżniają, a stopień zapełnienia magazynu jest wyższy. Dlatego wybór rozwią-
zania powinien zależeć od preferencji decydenta: chęci minimalizacji czasu 
kompletacji zamówień lub lepszego wykorzystania powierzchni magazynowej. 
W obu przypadkach podział towarów na klasy ze względu na współczynnik 
rotacji i wydzielenie w magazynie stref składowania towarów z określonej klasy 
daje jednak lepsze wyniki niż składowanie losowe. 
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SELECTION OF METHOD OF STORAGE LOCATION ASSIGNMENT  
IN MINILOAD WAREHOUSES 

 
Summary: In the paper the operating principles of the Miniload Automated Stor-
age/Retrieval Systems were described and a few storage location assignment methods 
were developed and compared. The analysis included the variant in which in one slot two 
bins can be stored and the miniload crane transports one or two bins at the same time. 
Using the simple ABC classification in that case may cause some problems and not lead 
directly to the reduction of order-picking time. In the paper the other solutions were devel-
oped. The results were processed by the simulation tool made by the author of this paper. 
 
Keywords: order-picking, simulations, warehousing. 
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MODELOWANIE RYZYKA DŁUGOWIECZNOŚCI  
– UJĘCIE REGIONALNE 

 
Streszczenie: W pracy poruszamy kwestię specyficznego ryzyka długowieczności, które 
polega na tym, że dana osoba dożyje dłuższego wieku, niż oczekiwała, co spowoduje 
całkowite lub częściowe wyczerpanie zasobów materialnych, jakie zgromadziła na sta-
rość (tzw. bankructwo emerytalne). Wykorzystano koncepcję znaną z nowoczesnych 
finansów – wartości zagrożonej – do oszacowania prawdopodobieństw bankructw eme-
rytalnych dla wszystkich województw Polski. Do tego celu przedstawiono tablice trwa-
nia życia z 2013 r. 
 
Słowa kluczowe: specyficzne ryzyko długowieczności, tablice trwania życia, prawdopo-
dobieństwo ruiny, geometryczny ruch Browna. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Każdy żyjący człowiek zmierzy się z indywidualnym ryzykiem długowieczno-
ści – z ryzykiem specyficznym, które może doprowadzić do wyczerpania jego 
zasobów finansowych i doprowadzić do ruiny, zwanym bankructwem emerytal-
nym [Milevsky, 2006; Trzpiot i Majewska, 2015]. Projekcje dalszego przecięt-
nego trwania życia są następujące: „mężczyzna lub kobieta w dowolnym wieku 
żyjący lub żyjąca obecnie może oczekiwać (…), że przeżyje średnio o 10 lat dłużej 
niż przeciętnie żył mężczyzna lub żyła kobieta z generacji ich rodziców i o 20 lat 
dłużej niż przedstawiciele generacji ich dziadków” [prof. dr James W. Vaupel, Max 
Planck Institute for Demographic Research, Rostock, Germany]. Ryzyko długo-
wieczności stanowi bardzo poważny problem dla polityki społecznej, a zwłasz-
cza systemów emerytalnych. Celem pracy jest przedstawienie koncepcji wyko-
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rzystania wartości zagrożonej do modelowania specyficznego ryzyka długo-
wieczności. W kontekście wypłat emerytur wykorzystujemy VaR jako prawdo-
podobieństwo zdarzenia, że emeryt zbankrutuje przed śmiercią (takie prawdopo-
dobieństwo nazywamy prawdopodobieństwem ruiny).  
 
 
1. Przeciętne dalsze trwanie życia w Polsce  

– zróżnicowanie przestrzenne  
 

Przeciętne dalsze trwanie życia to miara statystyczna służąca do ustalenia 
liczby miesięcy, w których przeciętnie będzie pobierana emerytura. Średnie dalsze 
trwanie życia dla wieku emerytalnego jest ustalane wspólnie dla mężczyzn i kobiet  
i podawane w formie tablic dalszego trwania życia, corocznie przez GUS w terminie 
do dnia 31 marca. Na podstawie tablic ustalana jest wysokość emerytur na wnioski 
złożone od dnia 1 kwietnia do dnia 31 marca.  

Życie ludzkie wydłuża się znacznie szybciej, niż przewiduje obowiązująca 
wcześniejsza prognoza demograficzna GUS do 2035 r. W 2012 r. przewidywana 
długość życia urodzonego Polaka wyniosła 72,7 lat, Polki – 81 lat. Według pro-
gnoz demografów, takiego wieku mieli dożywać mężczyźni urodzeni po 2015 r., 
a kobiety po 2020 r.  

Ogłoszona przez GUS w 2014 r. prognoza ludności Polski do 2050 r. zgod-
na jest z ogólną tendencją światową (tabela 1). 
 
Tabela 1. Oczekiwana długość życia dla kobiet – prognoza na lata 2020-2050 
 

Lata 2020 2025 2030 2035 2040 2045 2050 
Mężczyźni 74,6 75,9 77,3 78,4 79,5 80,8 82,1 
Kobiety 82,1 83,0 84,0 84,8 85,6 86,5 87,5 

 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie Prognoza GUS [2014].  
 

W prognozach demograficznych nie przewidziano tak dynamicznych zmian 
trendu długowieczności. Jeśli więc na podstawie tablic dalszego trwania życia 
została niedoszacowana długość życia osób starających się o emeryturę, to będą 
one pobierać świadczenia dłużej niż przewidywano. To z kolei oznacza, że będzie-
my potrzebowali na emerytury więcej pieniędzy, niż planuje się w dłuższej per-
spektywie. Potrzebne będzie więcej zasobów finansowych nie tylko na emerytury, 
ale także na opiekę nad osobami starszymi czy rozwój domów opieki dla seniorów.  

Wydłużanie się życia w Polsce determinuje kilka czynników. Przede wszyst-
kim sprzyja temu rosnące wykształcenie. Zdecydowanie zwiększyła się liczba osób 
z dyplomem wyższej uczelni. Takie osoby na ogół lepiej dbają o swoje zdrowie. 
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ności, w zmieniających się warunkach demograficznych muszą zapewnić kolejnym 
rocznikom wypłatę świadczeń dożywotnich po zakończeniu aktywności zawodo-
wej. Aby ograniczyć ryzyko niespodziewanego wzrostu wysokości zobowiązań, 
organy regulacyjne i decydenci powinni zadbać, aby fundusze emerytalne i instytu-
cje wypłacające dożywotnie emerytury kapitałowe korzystały z regularnie uaktual-
nianych tabel umieralności uwzględniających przyszły spadek śmiertelności  
i zwiększanie się przewidywanej długości życia [OECD Pension Outlook, 2014]. 

Według Międzynarodowego Stowarzyszenia Nadzorów Ubezpieczeniowych 
IAIS (2014) ponoszący ryzyko długowieczności – rządy państw, fundusze eme-
rytalne i ubezpieczyciele na życie – będą musieli płacić dodatkowo od 450 mln 
do 1 mld USD łącznie za każdy rok niedoszacowania długowieczności.  

Ryzyko długowieczności dotyczy zarówno jednostek, jak i całych roczni-
ków demograficznych. Indywidualne, specyficzne ryzyko długowieczności po-
lega na tym, że dana osoba dożyje dłuższego wieku niż oczekiwała, co spowoduje 
całkowite lub częściowe wyczerpanie zasobów materialnych, jakie zgromadziła 
na starość [Pitacco i in., 2009]. W tym przypadku możemy co najwyżej mówić  
o ryzyku w znaczeniu neutralnym (możliwość osiągnięcia wyniku różnego od 
zamierzonego). Istnieje też zagregowane ryzyko długowieczności polegające na 
tym, że w danym roczniku (kohorcie) średnia długość życia będzie dłuższa niż 
przewidywano. Inaczej mówiąc, jest to ryzyko niewłaściwego oszacowania 
przyszłego trendu współczynnika śmiertelności [Bartkowiak, 2011; Trzpiot, 
Majewska, 2015]. Łącznie indywidualne i zagregowane ryzyko długowieczności 
stanowi całkowite ryzyko długowieczności [por. Blake i in., 2010].  

Indywidualne ryzyko długowieczności, którego realizacja może przynieść 
dotkliwe negatywne następstwa dla poszczególnych jednostek, nie stanowi jed-
nak zagrożenia dla stabilności finansowej systemów emerytalnych.  
 
 
3. Finansowy plan emerytalny a prawdopodobieństwo ruiny 
 

W finansowych planach systemu emerytalnego pojawiają się dwa zasadnicze 
pytania: ile zaoszczędzić podczas fazy akumulacji kapitału emerytalnego i ile 
wydawać rocznie w fazie dekumulacji?  

Biorąc pod uwagę losowe aspekty przedstawionego problemu, analogiczne 
podejście znajdujemy na rynku kapitałowym – wartość narażona na ryzyko, 
Value at Risk. VaR wyznacza stratę, która może się pojawić przy zadanym 
prawdopodobieństwie (poziomie tolerancji). W kontekście wypłat emerytur 
spojrzenie to może być wykorzystane jako prawdopodobieństwo zdarzenia, że 
emeryt-uczestnik umrze przed wyczerpaniem środków (takie prawdopodobień-
stwo nazywamy prawdopodobieństwem ruiny).  
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Zakładamy, że plan emerytalny jest stochastycznym procesem – geome-
trycznym ruchem Browna Bt z dryfem μ oraz zmiennością σ (np. Malliaris and 
Brock, 1982). Wysokość kapitału St w czasie t  

St = S0 ⋅ e
Bt (μ,σ ) = S0 ⋅e

μ⋅t+σ⋅Bt

      (1)  
W szczególności rozkład St jest log-normalny.  
Drugim aspektem losowości planu emerytalnego jest liczba lat, jaką mają 

do przeżycia w ciągu roku osoby w wieku x ukończonych lat (oznaczana przez 
Tx), którą w najprostszy sposób modeluje się przy założeniu, że natężenie umie-
ralności λx jest funkcją wykładniczą: 

t
tx

x
xxt

xedsp ⋅−
+

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−= ∫ λλexp       (2)  

tpx jest prawdopodobieństwem przeżycia roku przez osobę w wieku x ukończo-
nych lat. Przeciętne dalsze trwanie życia osoby w wieku x ukończonych lat zapi-
sujemy jako: 

ex = E(Tx ) = 1
λx        

(3) 

Z (1) i (2) otrzymujemy bieżącą wysokość świadczenia emerytalnego PVx  

∫ ⋅+⋅−=
x

t

T
Bt

x dtePV
0

)( σμ

       
(4) 

Ostatecznie, zapisujemy prawdopodobieństwo ruiny [Dufresne, 1990; Mi-
levsky, 1997; Milevsky, 2006] jako 
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Na potrzebę oszacowania prawdopodobieństwa ruiny stosuje się następujące 
przybliżenie  
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gdzie α = 2μ+ 4λx

σ2 + λx

−1, β = σ
2 + λx

2
 oraz Γ(α) jest funkcją gamma 

dzez z∫
∞

−−=Γ
0

1)( αα . 

 
 
4.  Analiza symulacyjna prawdopodobieństwa ruiny  

– zróżnicowanie regionalne  
 

Proces stochastyczny opisany w rozdz. 3 stanowi podstawę do oszacowania 
prawdopodobieństw ruiny dla województw w Polsce. Dysponujemy dwoma 
rodzajami danych: 
– dane finansowe: techniczna stopa procentowa, która decyduje o wysokości 

składki netto na ubezpieczenie (inaczej zysk, jaki towarzystwa zakładają, że 
osiągnie z inwestycji), w badaniu określamy stopę techniczną na poziomie 
2,25%, 

– tablice trwania życia w poszczególnych województwach Polski w 2013 r.  
w podziale na kobiety i mężczyzn (na podstawie www.stat.gov.pl). 

Wyznaczono prawdopodobieństwa ruiny dla osób w wieku 60 lat w zależ-
ności od założonych poziomów wydatkowania emerytury 1/w (tj. 0,01; 0,02; 
0,03;…; 0,1), gdzie w oznacza zgromadzone środki w momencie przejścia na 
emeryturę w wieku x. Dla przykładu poziom 0,06 oznacza, że przy zgromadzo-
nej kwocie 500 000 zł wysokość miesięczna emerytury będzie wynosić 2500 zł. 
Rozważamy trzy scenariusze strategii inwestycyjnych w zależności od poziomu 
parametru dryfu i parametru zmienności [za Cipra, 2010]: 
μ = 1% σ = 5% – strategia konserwatywna inwestycyjna, 
μ = 2,25% σ = 5% – strategia legislacyjna inwestycyjna, 
μ = 5% σ = 10% – strategia efektywna inwestycyjna.  

Wyniki oszacowań prawdopodobieństw ruiny w podziale na płeć oraz stra-
tegie inwestycyjne przedstawiają tabele 2-6.  

Przy założeniu realizacji strategii konserwatywnej największe prawdopodo-
bieństwo bankructwa na emeryturze (zob. tabele 2 i 3, przy wskaźniku wydatkowa-
nia na poziomie 0,06) otrzymujemy dla mężczyzn mieszkających w województwie 
lubelskim, lubuskim i łódzkim (ok. 0,44-0,45), a wśród kobiet – w województwie 
warmińsko-mazurskim i dolnośląskim (odpowiednio 0,54 i 0,50). Najniższe praw-
dopodobieństwo dla mężczyzn jest w województwie warmińsko-mazurskim 
(0,30), dla kobiet w województwie łódzkim i śląskim (0,43). 
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Tabela 2. Prawdopodobieństwa ruiny dla μ = 1% σ = 5% w grupie mężczyzn  
w wieku 60 lat  

 

Województwo 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
Dolnośląskie 0,4 2,7 7,5 14,4 22,9 32 41,3 50,1 58,2 65,4 
Kujawsko-Pomorskie 0,4 2,6 7,4 14,3 22,7 31,7 41,1 49,9 58 65,2 
Lubelskie 0,4 2,9 8 21,7 32,9 44,2 54,7 64 71,9 78,4 
Lubuskie 0,4 2,6 7,2 21,2 32,9 44,2 54,7 64 71,9 78,3 
Łódzkie 0,3 2,6 7,3 21,7 33 44,2 54,7 64 72 78,3 
Małopolskie 0,5 3,1 8,5 16,3 25,6 35,4 45 54,1 62,3 69,4 
Mazowieckie 0,4 3 8,4 16 25,2 34,9 44,5 53,5 61,7 68,8 
Opolskie 0,4 2,7 7,6 14,7 23,3 32,5 41,9 50,7 58,8 66,1 
Podkarpackie 0,4 3,2 9 17,2 26,7 36,8 46,7 55,8 64 71 
Podlaskie 0,4 2,8 8 15,3 24,2 33,7 43,2 52,2 60,3 67,5 
Pomorskie 0,4 1,9 8,1 15,6 24,5 34 43,6 53 60,7 67,9 
Śląskie 0,3 2,6 7,2 14 22,3 31,3 40,5 49,2 57,3 64,5 
Świętokrzyskie 0,4 2,7 7,7 14,9 23,6 32,9 42,3 51,2 59,4 66,6 
Warmińsko-Mazurskie 0,4 1,5 7,1 13,8 22 30,9 40 48,8 56,8 64,1 
Wielkopolskie 0,4 2,7 7,7 14,9 23,9 32,9 42,3 51,2 59,3 66,6 
Zachodniopomorskie 0,3 2,7 7,6 14,6 23,1 32,4 41,7 50,6 58,7 65,9 
POLSKA 0,4 2,7 7,4 14,5 23,0 32,2 41,4 50,2 58,4 65,6 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 
Tabela 3. Prawdopodobieństwa ruiny dla μ = 1% σ = 5% w grupie kobiet w wieku 60 lat 
 

Województwo 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
Dolnośląskie 0,6 4,5 12 22,2 33,6 50 55,5 64,8 72,6 79 
Kujawsko-Pomorskie 0,2 4,4 11,7 21,7 32,9 44,2 54,7 64 71,9 78,9 
Lubelskie 0,7 4,7 12,5 21,7 32,9 44,2 54,7 64 71,9 78,3 
Lubuskie 0,6 4,4 11,8 21,7 32,9 44,2 54,7 64 71,9 78,4 
Łódzkie 0,5 4,2 11,3 21 32 43,2 53,6 62,9 70,8 77,4 
Małopolskie 0,7 4,7 12,7 23,2 34,9 46,5 57,2 66,4 74,1 80,4 
Mazowieckie 0,7 4,7 12,7 23,3 34,9 46,5 57,2 66,4 74,1 80,4 
Opolskie 0,6 4,4 11,9 22 33,3 44,6 55,1 64,4 72,3 78,7 
Podkarpackie 0,7 4,8 12,8 23,6 35,4 47,1 57,7 66,9 74,6 80,8 
Podlaskie 0,7 4,8 12,8 23,5 35,2 47 57,5 66,8 74,5 80,7 
Pomorskie 0,6 4,6 12,3 22,7 34,2 45,6 56,2 65,5 73,3 79,7 
Śląskie 0,6 4,2 11,3 21 32 43,2 53,6 62,9 70,8 77,4 
Świętokrzyskie 0,6 4,6 12,3 22,7 31,2 45,7 56,5 65,5 73,2 79,6 
Warmińsko-Mazurskie 0,6 4,5 12,1 22,3 33,7 54,2 55,8 65 72,8 79,2 
Wielkopolskie 0,5 4,3 11,7 21,7 33 44,3 54,8 64 72 78,4 
Zachodniopomorskie 0,6 4,4 11,9 22 33,4 44,7 55,3 64,6 72,4 78,8 
POLSKA  0,6 4,5 12,1 22,4 33,8 45,2 55,8 65,1 72,9 79,3 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Przy założeniu realizacji strategii legislacyjnej największe prawdopodobień-
stwo bankructwa na emeryturze (zob. tabele 3 i 4, przy wskaźniku wydatkowa-
nia na poziomie 0,06) dla mężczyzn mieszkających w województwie lubelskim, 
lubuskim, łódzkim i małopolskim (0,22), a wśród kobiet – w województwie 
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podkarpackim i podlaskim (0,34). Najniższe prawdopodobieństwo dla mężczyzn 
jest w województwie warmińsko-mazurskim i śląskim (23%), dla kobiet w wo-
jewództwie dolnośląskim (0,23). 
 
Tabela 4. Prawdopodobieństwa ruiny dla μ = 2,25% σ = 5% w grupie mężczyzn  

w wieku 60 lat 
 

Województwo 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
Dolnośląskie 0,1 1,2 4 8,8 15,3 23 31,4 39,9 48,1 55,9 
Kujawsko-Pomorskie 0,1 1,2 4 8,9 15,3 23,1 31,4 39,9 48,1 55,9 
Lubelskie 0,1 1,3 6,1 13 21,9 32 42,2 52 60,9 68,8 
Lubuskie 0,1 1,1 6,1 13 21,9 32 42,2 52 61 68,7 
Łódzkie 0,1 1,2 6,1 13 21,9 32 42,2 52 61 68,8 
Małopolskie 0,2 1,3 4,6 9,9 17,1 25,4 34,3 43,4 51,8 59,7 
Mazowieckie 0,1 1,3 4,5 9,8 16,8 25,1 34,8 42,8 51,3 59,2 
Opolskie 0,1 1,2 4,2 9 15,6 23,4 31,8 40,4 48,7 56,5 
Podkarpackie 0,2 1,4 4,8 10,4 17,9 26,5 35,7 44,8 53,4 61,3 
Podlaskie 0,1 1,3 4,3 9,4 16,2 24,2 32,8 41,6 50 57,8 
Pomorskie 0,2 1,3 4,3 9,5 16,4 24,5 33,2 42 50,3 58,2 
Śląskie 0,1 1,2 3,9 8,6 14,9 22,5 30,7 39,1 47,3 55 
Świętokrzyskie 0,2 1,2 4,2 9,1 15,8 23,6 32,2 40,8 49,1 56,9 
Warmińsko-Mazurskie 0,1 1,1 3,9 8,5 14,7 22,2 30,3 38,7 46,9 54,5 
Wielkopolskie 0,1 1,2 4,2 9,1 15,8 23,6 32,2 40,8 49,2 56,9 
Zachodniopomorskie 0,1 1,2 4,1 8,9 15,5 23,3 31,7 40,2 48,5 56,3 
POLSKA 0,1 1,2 4,1 8,9 15,4 23,1 31,4 40,0 48,3 56,0 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Przy założeniu realizacji strategii efektywnej największe prawdopodobień-
stwo bankructwa na emeryturze (zob. tabele 5 i 6, przy wskaźniku wydatkowa-
nia na poziomie 0,06) dla mężczyzn mieszkających w województwie lubuskim 
(0,25), a wśród kobiet – w województwie podkarpackim i podlaskim (0,19). 
Najniższe prawdopodobieństwo dla mężczyzn jest w województwie śląskim  
i warmińsko-mazurskim (0,13), dla kobiet w województwie dolnośląskim (0,13). 
 
Tabela 5. Prawdopodobieństwa ruiny dla μ = 2,25% σ = 5% w grupie kobiet w wieku 60 lat 
 

Województwo 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Dolnośląskie 0,1 1,2 4,1 8,8 15,3 23 31,4 40 48,1 55,9 
Kujawsko-Pomorskie 0,2 1,8 6,1 13 21,9 32 42,2 52 60,9 68,8 
Lubelskie 0,1 1,9 6,1 13 21,9 32 42,2 52,6 61 68,7 
Lubuskie 0,1 1,9 6,1 13 21,9 32 42,3 52 61 68,7 
Łódzkie 0,2 1,7 5,9 12,6 21,4 31,2 41,3 51 59,9 67,7 
Małopolskie 0,2 1,9 6,5 13,9 23,3 33,7 44,3 54,3 63,2 70,9 
Mazowieckie 0,2 1,9 6,5 13,9 23,3 33,7 44,3 54,3 63,2 70,9 
Opolskie 0,2 1,9 6,2 13,2 22,2 32,2 42,6 52,4 61,2 69,2 
Podkarpackie 0,2 2 6,6 14,1 23,6 34,1 44,8 54,7 63,7 71,4 
Podlaskie 0,2 2 6,6 14 23,5 34 44,6 54,6 63,5 71,2 
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cd. tabeli 5 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Pomorskie 0,2 1,9 6,3 13,6 22,8 33,1 43,5 53,4 62,3 70,1 
Śląskie 0,2 1,7 5,9 12,7 21,3 31,2 41,3 51 59,9 67,7 
Świętokrzyskie 0,2 1,9 6,3 13,6 22,8 33,1 43,5 53,4 62,3 70,1 
Warmińsko-Mazurskie 0,2 1,8 6,3 13,3 22,5 32,7 43,1 52,9 61,9 69,6 
Wielkopolskie 0,1 1,8 6,1 13 22 32,1 42,3 52,1 61 68,8 
Zachodniopomorskie 0,2 1,8 6,2 13,2 22,3 32,4 42,8 52,6 61,5 69,2 
POLSKA 0,2 1,9 6,3 13,4 22,6 32,8 43,2 53,0 62,0 69,7 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 
Tabela 6. Prawdopodobieństwa ruiny dla μ = 5% σ = 10% w grupie mężczyzn  

w wieku 60 lat  
 

Województwo 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
Dolnośląskie 0 0,4 1,7 4,2 8 13 19 25,6 32,7 39,8 
Kujawsko-Pomorskie 0 0,4 1,7 4,2 8 13 19 25,6 32,7 39,8 
Lubelskie 0 0,4 2,3 5,8 10,9 17,5 25,1 33,3 41,7 49,7 
Lubuskie 0 0,4 2,3 5,8 11 25,2 25,2 33,3 41,7 49,7 
Łódzkie 0 0,4 2,4 5,8 10,1 17,5 25,2 33,3 41,7 37,9 
Małopolskie 0 0,4 1,8 4,6 8,8 14,2 20,7 27,8 35,2 42,6 
Mazowieckie 0 0,4 1,9 4,5 8,7 14,1 20,4 27,4 34,8 42,2 
Opolskie 0 0,4 1,7 4,3 8,1 13,2 19,3 25,9 33 40,2 
Podkarpackie 0 0,5 2 4,8 9,1 14,7 21,4 28,7 36,3 43,8 
Podlaskie 0 0,4 1,8 4,4 8,4 13,6 19,6 26,7 33,9 41,2 
Pomorskie 0 0,4 1,8 4,5 8,5 13,8 20 27 34,2 41,5 
Śląskie 0 0,4 1,7 4,1 7,9 12,8 18,6 25,2 32,1 39,1 
Świętokrzyskie 0 0,4 1,7 4,3 8,2 13,3 19,5 26,2 33,3 40,5 
Warmińsko-Mazurskie 0 0,4 1,6 4,1 7,7 12,6 18,4 24,9 31,2 38,8 
Wielkopolskie 0 0,4 1,7 4,3 8,3 13,3 19,4 26,2 33,3 40,6 
Zachodniopomorskie 0 0,4 1,7 4,2 8,1 13,1 19,1 25,8 32,9 40 
POLSKA 0,0 0,6 2,2 5,2 9,6 15,1 21,6 28,7 36,0 43,2 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 
Tabela 7. Prawdopodobieństwa ruiny dla μ = 5% σ = 10% w grupie kobiet  

w wieku 60 lat  
 

Województwo 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,1 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Dolnośląskie 0 0,4 1,7    4,2 8 13 19 25,6 32,7 39,8 
Kujawsko-Pomorskie 0 0,6 2,3 5,7 10,9 17,5 25,1 33,3 41,7 49,7 
Lubelskie 0 0,6 2,3 5,7 10,9 17,5 25,1 33,3 41,7 49,7 
Lubuskie 0 0,6 2,3 5,8 10,9 17,5 25,1 33,1 41,7 49,7 
Łódzkie 0 0,5 2,3 5,6 10,7 17,1 24,6 32,7 40,9 48,9 
Małopolskie 0 0,6 2,5 6 11,5 18,4 26,3 32,8 43,3 51,5 
Mazowieckie 0 0,6 2,5 6 11,5 18,4 26,4 34,8 43,3 51,5 
Opolskie 0 0,6 2,3 5,8 11 17,7 25,3 33,6 41,9 50 
Podkarpackie 0 0,6 2,5 6,1 11,7 18,6 26,6 35,1 43,7 51,9 
Podlaskie 0 0,6 2,4 6,1 11,6 18,5 26,5 35,1 43,5 51,7 
Pomorskie 0 0,6 2,4 5,9 11,3 18 25,9 34,3 42,7 50,8 
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cd. tabeli 7 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

Śląskie 0 0,6 2,3 5,6 10,7 17,1 24,6 32,7 40,9 48 
Świętokrzyskie 0 0,6 2,4 5,9 11,3 18 25,9 34,3 42,7 50,2 
Warmińsko-Mazurskie 0 0,6 2,4 5,9 11,1 17,8 25,7 33,9 42,3 50,3 
Wielkopolskie 0 0,5 2,3 5,7 10,9 17,6 25,2 33,4 41,2 49,8 
Zachodniopomorskie 0 0,6 2,3 5,9 11,1 17,7 25,5 33,7 42,1 50,1 
POLSKA  0 0,5 2,2 6,3 11,4 17,9 25,2 33,9 41,4 50,4 

 
Źródło: Opracowanie własne. 
 
 
Podsumowanie  
 

W pracy przedstawiliśmy możliwość wykorzystania wartości zagrożonej do 
oszacowania prawdopodobieństw ruiny dla kobiet i mężczyzn na podstawie rze-
czywistych tablic trwania życia z 2013 r. Na podstawie wyników stwierdzamy, że 
prawdopodobieństwa ruiny dla kobiet są wyższe niż dla mężczyzn w tym samym 
wieku. Można oczekiwać, że prawdopodobieństwo ruiny zmniejsza się wraz ze 
wzrastającym wiekiem przejścia na emeryturę i zmniejszającym się wskaźnikiem 
wydatkowania. Ponadto prawdopodobieństwa ruiny zmniejszają się wraz ze zwięk-
szającym się dryfem inwestycji i zmniejszającą się zmiennością inwestycji. 
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MODELING OF LONGEVITY RISK  
IN A REGIONAL CONTEXT 

 
Summary: The study addresses the issue of specific longevity risk, which consists in the 
fact that a person will live longer age than expected, resulting in total or partial exhaus-
tion of material resources that gathered in old age (i.e. the bankruptcy retirement). We 
use the concept we known of modern finance – value at risk – to estimate the probabili-
ties of bankruptcies pension for all Polish voivodships. For this purpose we use life ta-
bles from 2013. 
 
Keywords: longevity risk, table life expectancy, probability of ruin, geometric Brown 
motion. 
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ANALIZA PREFERENCJI JAKOŚCI ŻYCIA 
SENIORÓW W MIASTACH 

 
Streszczenie: Zmiany demograficzne zachodzące w społeczeństwie stanowią o nowych 
obszarach badawczych. W szczególności badaniami objęto upodobania ludzi starszych. 
Celem artykułu jest analiza preferencji, do której wykorzystamy wielowymiarową analizę 
statystyczną w ocenie jakości życia w miastach przez starszych mieszkańców. Analiza 
zostanie przeprowadzona na podstawie danych uzyskanych z badania ankietowego prze-
prowadzonego wśród starszych ludzi zamieszkujących województwo śląskie. Ankietę 
stanowiło kilka bloków pytań, odpowiedzi respondenci udzielali na skali porządkowej. 
 
Słowa kluczowe: wielowymiarowa analiza preferencji, miasto, jakość życia. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Rozważania objęte tym artykułem koncentrują się na dwóch pojęciach klu-
czowych – jakości życia i mieście. Oba stanowią kanwę dla odpowiedzi na pyta-
nie, jak kształtują się preferencje jakości życia seniorów. Pojawiająca się tu trze-
cia kategoria – „seniora” – jest równie trudna do określenia według kryteriów 
czysto osobistych, natomiast łatwa do zapożyczenia z literatury specjalistycznej. 
Szczególnie trudno uzyskać definicję seniora u źródła – czyli osób starszych, 
zwyczajowo kwalifikowanych do grupy senioralnej. Badani seniorzy sami siebie 
określają rozmaicie, często unikając klasyfikacji wiekowej, chętniej przyznając 
się do roli emeryta, babci (dziadka), osoby dojrzałej.1 W aspektach badawczych 
                                                 
1  Przykładem takiej definicji niech będzie: „definicję pojęcia „senior” członkowie Klubu pozo-

stawiają w sferze własnej interpretacji uważając, iż ten zaszczytny tytuł wskazuje nie tyle na 
wiek, co przede wszystkim na bogaty bagaż doświadczeń życiowych, styl życia i sposób spę-
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„senior” to kategoria związana ze starością. Starość to proces rozłożony w czasie. 
Światowa Organizacja Zdrowia (WHO, World Health Organization) dzieli starość 
na trzy podokresy: wiek podeszły (60-75), wiek starczy (75-90 lat), wiek sędzi-
wy – długowieczność (powyżej 90. roku życia). D.B. Bromley wyróżnił cztery 
okresy: przedemerytalny (60-65 lat), emerytalny (65-70 lat), starczy (70-90 lat), 
sędziwy (powyżej 90 lat) [Bromley, 1969]. W naszych badaniach senior to osoba, 
która przekroczyła 65. rok życia. „Jakość życia” – kategoria kluczowa w tych 
badaniach, również podlega zdefiniowaniu. Tego zabiegu nie ułatwia, a para-
doksalnie utrudnia, mnogość definicji jakości życia, będąca skutkiem przynależ-
ności ich autorów do rozmaitych dyscyplin naukowych, nie sprzyja to jednolito-
ści poglądów. Po raz pierwszy w sensie naukowym pojęcie jakości życia zostało 
użyte przez Arystotelesa w jego rozważaniach nad naturą materii. Zwracał on 
uwagę na dążenie człowieka do uzyskiwania przyjemności, satysfakcji z doko-
nywanych wyborów i dobrego samopoczucia w ciągu całego życia. W koncep-
cjach filozoficznych jakość życia była utożsamiana z dobrostanem określanym 
jako różnica między sumą wszystkich przyjemności a sumą wszystkich cierpień, 
jakich człowiek doświadcza w ciągu życia. Takie pojmowanie jakości życia jest 
intuicyjnie potwierdzane w rozmowach, jakie autorzy przeprowadzili w ramach 
swoich badań w tym obszarze z seniorami. Według definicji Światowej Organi-
zacji Zdrowia, jakość życia to „indywidualny sposób postrzegania przez jednostkę 
jej pozycji życiowej w kontekście kulturowym i systemu wartości, w którym 
żyje, oraz w odniesieniu do zadań, oczekiwań i standardów wyznaczonych uwa-
runkowaniami środowiskowymi” [WHOQL Group, 1991]. Dla rozważań niniej-
szego artykułu następujące określenie jest wystarczająco pojemne: jakość życia 
to zaspokojenie wymagań, potrzeb określających poziom duchowego i material-
nego bytu jednostek i całego społeczeństwa [Kolman, 2000]. Jakość życia okre-
ślają zarówno czynniki obiektywne, np. przeciętne trwanie życia, zasięg ubó-
stwa, poziom skolaryzacji, jak i subiektywne, np. poziom szczęścia, stres czy 
sens życia. Miasta zaś – jako kolejna kategoria kluczowa – są miejscem do-
świadczeń indywidualnych i grupowych (zbiorowych), usytuowanych w kontek-
ście przestrzennym i kulturowo-historycznym. Na miasto można spojrzeć jako 
na zjawisko społeczno-przestrzenne, harmonizujące w przestrzeni fizycznej sto-
sunki społeczne. Społeczność obejmuje we władanie przestrzeń, zagospodaro-
wuje ją oraz ustala stosunki między mieszkańcami, by ci mogli realizować swoje 
dążenia do godnego życia w zgodzie ze środowiskiem naturalnym. Pojęcie god-

                                                                                                                         
dzenia czasu wolnego, charakterystyczny dla pewnego etapu życia człowieka” [Regulamin 
Klubu Seniora Miejskiego Ośrodka Pomocy Rodzinie]. 
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nego życia bywa różne, zazwyczaj obejmuje zarówno warunki fizyczne (sprawność, 
zdrowie), psychiczne (radzenie sobie z codziennymi trudnościami), jak i społeczne 
(pozytywne relacje z ludźmi). Ambicją każdego miasta powinno być stwarzanie 
warunków do godnego życia swoich mieszkańców. Jest to cel uniwersalny, który 
powinien być realizowany w każdej wielkości mieście, niezależnie od posiada-
nych zasobów, na miarę własnych możliwości [Szołtysek, 2015]. Zatem dla 
każdego mieszkańca, jakość życia może zostać „wmontowana” w strukturę tego, 
co się w mieście dzieje.  

Badając poczucie jakości życia w mieście, trudno nie zauważyć kwestii za-
rządzania miastem oraz wpływu respondentów na to, kto i w jaki sposób mia-
stem włada [Szołtysek, 2014]. Dotychczas przeprowadzane badania traktują 
jakość życia jako zjawisko współwarunkowane szeregiem czynników wykazują-
cych duże zróżnicowanie oraz zmienność [Szołtysek, Otręba, 2015]. Rozwój 
miast jest procesem ciągłym, co oznacza, że nie istnieje „stan docelowy”, do 
którego by ono dążyło. Każdy osiągnięty stan jest stanem przejściowym, stano-
wiącym podstawę następnego etapu rozwoju [Bury, Markowski, Regulski, 
1993]. Tak rozumiany rozwój pozwala na osiąganie lepszych warunków funk-
cjonowania poprzez dokonywanie pozytywnych zmian [Szołtysek, 2009] oraz 
wykorzystywania szans rozwojowych. Szanse rozwojowe miast są bezpośrednio 
powiązane z satysfakcją, jakiej dostarczają one ich użytkownikom poprzez dzia-
łalność społeczno-gospodarczą wykonywaną na rzecz jego użytkowników oraz 
otoczenia, niezależnie od jej rangi ekonomicznej i przestrzennej. Poza tym miasta 
mogą pełnić funkcje: polityczno-administracyjne, militarno-obronne, usługowe, 
produkcyjne i inne [Szołtysek, 2009]. Sprawność miast w realizowaniu jego 
funkcji, powiązana ze sprawnością pokonywania barier rozwojowych i prze-
strzeni, jest jednym z wymiarów waloryzacji zarówno samych miast, jak i jako-
ści życia mieszkańców.  
 
 
1. Zjawisko starzenia się społeczeństwa w miastach 
 

Obserwowane zmiany demograficzne obejmują w Polsce dwa istotne trendy. 
Zmiany w poziomie urodzeń oraz zmiany w poziomie śmiertelności. Wskazując 
na zmiany poziomu śmiertelności w Polsce, możemy stwierdzić, że korzyści 
wynikające z rozwoju nowych technologii medycznych i nowoczesnych metod 
diagnostycznych oraz poprawa kondycji zdrowotnej Polaków realizowana przez 
prozdrowotny styl życia, mają swoje odzwierciedlenie w trwającym już od 20 lat 
spadku natężenia zgonów, a tym samym wydłużaniu przeciętnego trwania życia. 
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W 2011 r. w Polsce mężczyźni żyli przeciętnie 72,4 lat, natomiast kobiety 80,9 lat. 
W stosunku do 1990 r. mężczyźni żyją dłużej o 6,2 lat, natomiast kobiety o 5,7. 
 

 
 
Rys. 1. Prawdopodobieństwo dalszego trwania życia, tablice trwania życia z 2011 r.  
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie www.stat.gov.pl. 
 

Przeprowadzono ocenę zmian w procesie starzenia się społeczeństwa  
w określonym przedziale czasu, wykorzystano zaproponowany przez Długosza 
wskaźnik starzenia się demograficznego ( sdW )2: 

[ ] [ ]tntnttsd UUUUW )65()65()140()140( >+>+−− −+−=    (1) 

gdzie: 
tU )140( −  – udział ludności w wieku 0-14 lat na początku badanego okresu, 

ntU +− )140(  – udział ludności w wieku 0-14 lat na koniec badanego okresu, 

tU )65(>  – udział ludności w wieku 65 lat i więcej na początku badanego okresu, 

ntU +> )65(  – udział ludności w wieku 65 lat i więcej na koniec badanego okresu. 

Interpretacja tego wskaźnika przebiega następująco: im wartości wskaźnika 
sdW  będą niższe od 0, tym w większym stopniu będziemy mieli do czynienia  

z odmładzaniem się społeczeństwa, natomiast im wskaźnik ten będzie wyższy 
od 0, tym starzenie się ludności będzie dynamiczniejsze. 

Celem zbadania trendów w ostatnim 25-leciu, kiedy zachodziły dość zna-
czące zmiany w procesie starzenia się ludności Polski, podjęto próbę wykorzy-

                                                 
2  Z. Długosz: op. cit., s. 19. 
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Tabela 2. Prognozowane zmiany w strukturze wieku ludności miejskiej  
w latach 2015-2035 (w tys.) 

 

Wiek 2015 2020 2025 2030 2035 
0-17 -42 71 -77 -320 -344 
18-59/64 -929 -961 -579 -232 -333 
18-44 -315 -660 -830 -753 -444 
45-59/64 -613 -301 251 521 111 
60+/65+ 723 642 306 52 92 
0-14 87 89 -169 -324 -287 
15-64 -937 -1 053 -707 -282 -276 
65+ 601 716 526 106 -21 
75+ 139 28 431 516 328 
80+ 133 80 12 339 380 
85+ 96 67 42 9 229 

 
Źródło: Prognoza GUS. 
 

 
 
Rys. 3. Udział gospodarstw domowych emerytów i rencistów w miastach według liczby 

mieszkańców w latach 2006-2011 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie GUS: Badanie budżetów gospodarstw domowych dla lat 2000-2011. 
 
 
2. Seniorzy w polskich miastach  
 

Do swobodnego przemieszczania się niezbędne są zarówno możliwości po-
konywania przestrzeni (samodzielnie bądź z wykorzystaniem środków ułatwia-
jących przemieszczanie) oraz możliwość aktywnej wymiany informacji (za po-
średnictwem zmysłu wzroku, słuchu i głosu). Natura problemu mobilności ma 
wysoce interdyscyplinarny charakter. Badania prowadzone w ramach projektu 
SIZE wykazały, że struktura codziennej mobilności seniorów jest podobna w całej 
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Europie. Mobilność seniorów obejmuje wykonywanie codziennych czynności 
(zakupy, dbanie o zdrowie, płacenie rachunków), poruszanie się pieszo (spacery 
z dziećmi, z psem itp.), rozrywki (umysłowe: kino, teatr, TV, czytanie książek, 
słuchanie radia, gry w karty oraz fizyczne: gimnastyka, wycieczki, prace w ogro-
dzie)3. Seniorzy chcą być potrzebni, jednak niekiedy na przeszkodzie w tej sfe-
rze emocjonalnej stają przeszkody natury fizycznej, zarówno leżące po stronie 
samych seniorów, jak i otoczenia.  
 
Tabela 3. Przemieszczenia fakultatywne – czas wolny osób starszych (65+) 
 

 Co najmniej raz w miesiącu Rzadziej niż raz w miesiącu Prawie nigdy 
Wyjście do kina   1,6   9,3 89,1 
Wyjście do teatru   1,2 11,4 87,4 
Zwiedzanie wystaw   1,1 10,3 88,6 
Wyjście do czytelni   6,6   4,6 88,8 
Wyjście na mecze   1,2   5,6 93,2 
Wyjście na dansingi 1    1,8 97,2 
Odwiedziny bliskich 46,2 35,5 18,3 
Wyjście do kawiarni   8,3 10,3 81,4 
Uprawianie sportu   9,1   3,2 87,7 
Spacery 67,5 10,1 22,4 

 

Źródło: Opracowanie własne na podstawie badań GUS. 
 

 
 
Rys. 4. Wyjazdy osób starszych (65+) na dłużej niż 5 dni 
 
Źródło: Opracowanie własne na podstawie GUS: Badanie budżetów gospodarstw domowych dla lat 2000-2011. 

                                                 
3  Results of focus-group interviews and in-depth interviews with senior citizens and experts, 

deliverables D5 and D6, SIZE, Cracow University of Technology, s.17 (www.size-project.at/ 
results/SIZE_D5-6_complete.pdf; dostęp: 02.05.2013). 

79,20%

20,80%

12,90%

89,00%

12,40%

38,40%

22,80%

0,00%

10,00%

20,00%

30,00%

40,00%

50,00%

60,00%

70,00%

80,00%

90,00%

nie tak wypoczynek za
granicą

wypoczynek w
kraju

odwiedziny za
granicą

odwiedziny w
kraju

na działkę



Grażyna Trzpiot, Jacek Szołtysek 264 

Na kształt mobilności polskich seniorów w miastach mają również wpływ 
czynniki kulturowe i nawykowe, wykształcone w trakcie całego życia. Na taki 
obraz chęci do przemieszczania się, szczególnie w aspektach niewymagających 
codziennego, rutynowego pokonywania przestrzeni, ma wpływ (poza zdrowot-
nym) sytuacja materialna, dostępność asysty oraz intensywność kontaktów mię-
dzyludzkich, będąca często pochodną stylu życia (w szczególności aktywności 
osobowej) oraz wykształcenia i kręgu zainteresowań. Wymienione elementy 
stanowią bodźce bądź ograniczenia mobilności, leżące po stronie samych senio-
rów [Szołtysek, Trzpiot, 2015]. 
 
 
4. Jakość życia w miastach w ocenie ludzi starszych  
 

Jakość życia oceniano, kierując się cechami przypisanymi do wybranych 
kategorii, takich jak warunki bytowe, podstawy, edukacja, kultura i kultura fi-
zyczna, zdrowie, mobilność, sąsiedztwo, bezpieczeństwo, akceptacja, darmowe 
usługi, przestrzeń publiczna.  
 
Tabela 4. Zmienne oceniające jakość życia w mieście4 
 

Problemy  
szczegółowe Wskaźniki 

1 2 3 4 

P1 Warunki 
bytowe 

W1 Czystość środowiska naturalnego   
W2 Dostępność do sklepów (łatwość w dojściu/dojechaniu)  
W3 Estetyka budynków, ulic, parków   
W4 Koszty zamieszkania/utrzymania   
W5 Możliwości i warunki wygodnego robienia zakupów  
W6 Możliwości skorzystania z potrzebnych usług (szewc, fryzjer, itp.)  
W7 Organizacja gospodarki odpadami z gospodarstw domowych  
W8 Przyroda (tereny zielone) w otoczeniu  
W9 Uciążliwość hałasu   
W10 Warunki zamieszkania (własność mieszkania, standard)  

P2 
Podstawy 
materialne 
bytu 

W11 Dostępność miejsc pracy (możliwość zatrudnienia)  
W12 Istnienie doradztwa i pośrednictwa w pozyskiwaniu pracy 
W13 Łatwość zmiany pracy   
W14 Możliwość założenia własnego biznesu   
W15 Perspektywy rozwoju kariery zawodowej     
W16 Wsparcie udzielane przedsiębiorcom przez miasto   

P3 Edukacja 

W17 Możliwość, jakość oraz warunki kształcenia dzieci (żłobki, przedszkola)  

W18 Możliwość, jakość oraz warunki kształcenia dzieci i młodzieży (szkoły 
podstawowe, gimnazjum, szkoły ponadgimnazjalne)   

W19 Możliwość, jakość oraz warunki kształcenia dorosłych (uczelnie wyższe, 
studia podyplomowe)   

 
                                                 
4  http://www.ue.katowice.pl/jednostki/katedry/wydzial-zarzadzania/katedra-logistyki-spolecznej/ 

ankieta.html. 
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cd. tabeli 4 
1 2 3 4 

P4 
Kultura, 
kultura  
fizyczna 

W20 Dostępność do bibliotek publicznych   
W21 Dostępność do punktów gastronomicznych (pub, restauracja)  
W23 Dostępność do punktów kultury (kino, teatr)   
W24 Dostępność do punktów kultury fizycznej (siłownia) 
W25 Możliwość czynnego uprawiania sportu   
W26 Możliwość i warunki atrakcyjnego spędzania czasu wolnego 
W27 Organizacja przestrzeni spotkań z przyjaciółmi 
W28 Organizacja mieście wydarzeń (koncert, noc muzeum, itp.) 

P5 Zdrowie 

W29 Dostępność do jednostek ochrony zdrowia   
W30 Jakość świadczonych usług medycznych  
W31 Kolejki oczekujących na wizytę   
W32 Koszty leczenia (prywatne praktyki lekarskie)   
W33 Patologie społeczne (alkoholizm, narkomania, przemoc itp.)  
W34 Poziom służby zdrowia (specjalizacja regionu)   

P6 Mobilność 

W35 Bezpieczeństwo osobiste w podróży (np. kradzieże w środkach transportu)  

W36 Bezpieczeństwo ruchu pojazdu komunikacji zbiorowej (prawdopodo-
bieństwo zdarzenia komunikacyjnego)   

W37 Cena biletu komunikacji publicznej   
W38 Dostępność do transportu zbiorowego  
W39 Dostępność do parkingów (łatwość zaparkowania)  
W40 Dostępność do tras rowerowych   
W41 Jakość transportu zbiorowego 
W42 Możliwość podróżowania innymi środkami transportu  
W43 Przepustowość głównych tras komunikacyjnych (korki)  

W44 Warunki oczekiwania na przystankach (zadaszenie, siedzenia, osłonięcie 
od wiatru itp.)  

W45 Warunki podróżowania (miejsca stojące, siedzące, tłok, czystość, 
temperatura)   

W46 Wydzielone pasy ruchu (dla komunikacji zbiorowej)  
W47 Zniżki w opłatach za przejazd środkami komunikacji zbiorowej   

P7 Sąsiedztwo 

W48 To, kto jest Twoim sąsiadem (narodowość)   
W49 To, czy Twoi sąsiedzi są ubodzy   
W50 To, czy Twoi sąsiedzi mają podejrzane dochody   
W51 To, że Twoi sąsiedzi są hałaśliwi   
W52 To, że Twoi sąsiedzi są odmiennego wyznania (religii)  
W53 To, że Twoi sąsiedzi są innej orientacji seksualnej  
W54 Lokalizacja Twojego miejsca zamieszkania   

P8 Bezpieczeń-
stwo 

W55 Bezpieczeństwo na drogach, przejścia dla pieszych   
W56 Bezpieczeństwo otoczenia (ulica, przystanek, dzielnica)  
W57 Bezpieczeństwo w godzinach nocnych (22.00-06.00)  
W58 Bezpieczeństwo w miejscach publicznych   
W59 Czy należy zwiększać  ilość osiedli strzeżonych 

W60 Gotowość służb na sytuacje kryzysowe (wypadek, powódź, pożar, 
napad, itp.)   

W61 Zamieszkanie w osiedlu zamkniętym / strzeżonym  

P9 Akceptacja 

W62 Akceptowanie / tolerowanie mniejszości narodowych i etnicznych   
W63 Akceptowanie/tolerowanie mniejszości seksualnych   
W64 Wsparcie dla osób wymagających pomocy (bezdomność)  
W65 Wsparcie dla osób wymagających pomocy osoby starsze)  
W66 Wsparcie dla osób wymagających pomocy (osoby niepełnosprawne)  

P10 Darmowe 
usługi 

W67 Bezpłatny Internet w przestrzeni miasta   
W68 Organizacja akcji społecznych (np. uwolnij książkę)   
W69 Organizacja bezpłatnych eventów   
W70 Organizacja dnia bez samochodu   
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cd. tabeli 4 
1 2 3 4 

P11 Przestrzeń 
publiczna 

W71 Istnienie części miasta, w których człowiek ma możliwość nieograni-
czonego spotykania się z innymi (np. główny rynek)  

W72 Czy tego typu przestrzeni (ogólnodostępnych) jest w mieście wystar-
czającej ilości dla odczucia wysokiej jakości życia  

W73 Czy Twoim zdaniem należy zwiększać ilość przestrzeni ogólnodostępnej 
W74 Łatwość dotarcia do przestrzeni publicznej pieszo, rowerem i 

W75 Łatwość dotarcia do przestrzeni publicznej transportem indywidualnym 
oceniam na:  

W76 Łatwość dotarcia do przestrzeni publicznej transportem zbiorowym  
 

Respondenci oceniali każdą ze zmiennych w skali 1-5, gdzie 1 oznaczało, 
że zmienna nie ma wpływu, natomiast 5, że zmienna ma decydujące znaczenie 
dla jakości życia w mieście. Ze względu na docelową grupę respondentów, na 
potrzeby tej pracy ograniczono analizę do takich czynników jak zdrowie, mobil-
ność, sąsiedztwo, bezpieczeństwo, akceptacja i przestrzeń publiczna. Badawcza 
grupa liczyła 208 osób, byli to mieszkańcy aglomeracji śląskiej. Wyniki podda-
no analizie skupień wykorzystywanej we wcześniejszych pracach [Szołtysek, 
Trzpiot, 2012] do badania preferencji. 
 

 
 
Rys. 5. Dendrogram dla grupy zmiennych P5 – Zdrowie (W29-W34) 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
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Wskazując na preferencje w grupie zmiennych zdrowie (P5) w ocenie jakości 
życia w mieście wśród osób 65+, najważniejsze zmienne tworzące pierwsze 
skupienie (najmniejsze rozproszenie odpowiedzi, czyli największa zgodność w oce-
nach) tworzą dwie zmienne: W29 – dostępność do jednostek ochrony zdrowia 
oraz W30 – jakość świadczonych usług medycznych (rys. 5). Z tym skupieniem 
związana jest również zmienna W34 – poziom służby zdrowia (specjalizacja 
regionu). Skupienie drugie, zatem rangi ocen bardziej rozproszone tworzą 
zmienne kolejki oczekujących na wizytę (W31) oraz koszty leczenia, prywatne 
praktyki lekarskie (W32). Osobne skupienie tworzy zmienna W33 – patologie 
społeczne (alkoholizm, narkomania, przemoc itp.) największy rozrzut w ocenach 
tej zmiennej. 
 

 
 
Rys. 6. Dendrogram dla grupy zmiennych P6 – Mobilność (W35-W47) 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Grupa zmiennych P6 jest bardzo liczna: mamy 13 zmiennych opisujących 
mobilność (W35-W47). Dendrogram (rys. 6) pokazuje dwa skupienia. W pierw-
szym skupieniu (na dendrogramie po lewej) są zmienne o najbardziej zbliżonych 
ocenach: W44 – warunki oczekiwania na przystankach (zadaszenie, siedzenia, 
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osłonięcie od wiatru itp.) oraz W45 – warunki podróżowania (miejsca stojące, 
siedzące, tłok, czystość, temperatura). Analogicznie podobne oceny mają zmienne: 
W41 – jakość transportu zbiorowego oraz W42 – możliwość podróżowania in-
nymi środkami transportu. W tym samym skupieniu znalazły się w dalszej kolej-
ności zmienne: W37 – cena biletu komunikacji publicznej oraz W38 – dostępność 
do transportu zbiorowego, dodatkowo łączą się w ocenach zmienne o większym 
rozproszeniu ocen: W47 – zniżki w opłatach za przejazd środkami komunikacji 
zbiorowej oraz W46 – wydzielone pasy ruchu (dla komunikacji zbiorowej). 

Drugie skupienie tworzą pozostałe zmienne. Najbardziej zbliżony rozkład 
odpowiedzi i najistotniejsze dla badanych osób były zmienne: W35 – bezpieczeń-
stwo osobiste w podróży (np. kradzieże w środkach transportu) oraz W36 – bez-
pieczeństwo ruchu pojazdu komunikacji zbiorowej (prawdopodobieństwo zda-
rzenia komunikacyjnego). Następne zmienne to W39 – dostępność do parkingów 
(łatwość zaparkowania) oraz W43 – przepustowość głównych tras komunikacyj-
nych (korki). 
 

 
 
Rys. 7. Dendrogram dla grupy zmiennych P7 – Sąsiedztwo (W48-W54) 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
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Najważniejsze atrybuty w ocenie sąsiedztwa (rys. 7) utworzyły trzy rów-
noważne skupienia, wskazując na pary zmiennych: lokalizację miejsca zamiesz-
kania (W54) i to, że sąsiedzi są hałaśliwi (W51), następnie fakt, że sąsiedzi są 
ubodzy (W49) oraz że sąsiedzi mają podejrzane dochody (W49). Trzecie równo-
rzędne oceny dotyczą zmiennych: sąsiedzi są odmiennego wyznania (religii) 
(W52) oraz sąsiedzi są innej orientacji seksualnej (W53). Najbardziej rozproszo-
ne oceny ma zmienna W48 – kto jest twoim sąsiadem (narodowość). 
 

 
 
Rys. 8. Dendrogram dla grupy zmiennych P9 – Bezpieczeństwo (W55-W61) 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Skupienia z grupy zmiennych nazwanych „bezpieczeństwo” wskazały na 
czytelny ranking ocen badanych zmiennych, zatem mamy uporządkowane prefe-
rencje wśród badanych osób (rys. 8). Najistotniejsze są zmienne w pierwszym 
skupieniu – bezpieczeństwo na drogach, przejścia dla pieszych (W55) oraz bez-
pieczeństwo otoczenia takiego jak ulica, przystanek, dzielnica (W56). W następ-
nej kolejności mamy zmienną bezpieczeństwo w miejscach publicznych (W58)  
i kolejno gotowość służb na sytuacje kryzysowe (W60). Na tym samym pozio-
mie ważności co zmienna W60, są zmienne: (W59) czy należy zwiększać ilość 
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osiedli strzeżonych oraz (W61) zamieszkanie w osiedlu zamkniętym/strzeżonym. 
Ostatnią zmienną w tej grupie, najmniej istotną dla badanych osób, jest bezpie-
czeństwo w godzinach nocnych (W57). 
 

 
 
Rys. 9. Dendrogram dla grupy zmiennych P9 – Akceptacja (W62-W66) 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Najważniejsze atrybuty w ocenie grupy zmiennych nazwanych „akceptacja” 
(rys. 9) utworzyły jedno skupienie, wskazując na parę zmiennych: wsparcie dla 
osób wymagających pomocy – osoby starsze (W65) oraz wsparcie dla osób wy-
magających pomocy – osoby niepełnosprawne (W66). Drugie skupienie o więk-
szym rozproszeniu odpowiedzi, mają dwie zmienne: akceptowanie/tolerowanie 
mniejszości narodowych i etnicznych (W62) oraz akceptowanie/tolerowanie 
mniejszości seksualnych (W63), co informuje o mniejszym znaczeniu tych atry-
butów w porównaniu ze zmiennymi w pierwszym skupieniu. Największe roz-
proszenie w ocenach uzyskała zmienna oceniająca wsparcie dla osób wymagają-
cych pomocy – osoby bezdomne (W64). 
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Rys. 10. Dendrogram dla grupy zmiennych P11 – Przestrzeń publiczna (W71-W76) 
 
Źródło: Opracowanie własne. 
 

Najważniejsze atrybuty w ocenie przestrzeni publicznej utworzyły dwa rów-
noważne skupienia (rys. 10), wskazując na pary zmiennych: istnienie części mia-
sta, w których człowiek ma możliwość nieograniczonego spotykania się z inny-
mi (W71) oraz łatwość dotarcia do przestrzeni publicznej pieszo, rowerem itp. 
(W74) Analogiczną wagę mają łatwość dotarcia do przestrzeni publicznej trans-
portem indywidualnym (W75) oraz łatwość dotarcia do przestrzeni publicznej 
transportem zbiorowym (W76). W następnej kolejności istotne dla badanych 
osób jest zwiększanie ilości przestrzeni ogólnodostępnej (W73). Największe 
rozproszenie w ocenach uzyskała zmienna oceniająca, czy tego typu przestrzeni 
(ogólnodostępnych) jest w mieście wystarczająca ilość dla odczucia wysokiej 
jakości życia (W72). 
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Podsumowanie 
 

Współczesne miasta nie gwarantują seniorom bezpiecznego i komfortowego 
życia. Przeprowadzone badania pozwalają na wyprowadzenie kilku generalnych 
stwierdzeń w zakresie: 
− zdrowia: najistotniejsza jest dostępność do jednostek ochrony zdrowia, jakość 

świadczonych usług medycznych oraz poziom służby zdrowia (specjalizacja 
regionu). Równie ważne są kolejki oczekujących na wizytę oraz koszty le-
czenia, zwłaszcza te dodatkowe, gdy wizyta jest niezbędna w krótkim terminie 
i realizacja świadczenia musi być wykonana w prywatnej praktyce lekarskiej. 
Odpowiedzi były bardzo jednorodne w całej badanej grupie respondentów, 
na co wskazują małe odległości, 

− mobilności: czyli zdolności do przemieszczania się, bądź inaczej – pokony-
wania przestrzeni – zauważalna jest tendencja do wiązania poczucia jakości 
życia ze środkami ułatwiającymi przemieszczanie – generalnie z komunikacją 
zbiorową. Ważne okazały się warunki oczekiwania na pojazd czy transfer 
między pojazdami, oraz jakość usług transportu zbiorowego i możliwe alterna-
tywne sposoby przemieszczania. Warunki finansowe tych przemieszczeń okaza-
ły się mniej istotne, co prawdopodobnie związane jest z powszechnymi zniż-
kami przysługującymi seniorom bądź bezpłatnymi przejazdami po 70. roku 
życia. W grupie istotnych atrybutów, wpływających na wycenę jakości życia 
znajdują się również aspekty bezpieczeństwa (osobistego i transportowego), 

− sąsiedztwa: ten wymiar życia nie jest dla respondentów aż tak bardzo znaczący 
jak zdrowie (odległości na osi pionowej w porównaniu ze zmienną „zdrowie” 
są znacząco większe, co oznacza zróżnicowanie odpowiedzi). Oczywiście 
wskazano na ważne zmienne, takie jak lokalizacja miejsca zamieszkania oraz 
otoczenie, w jakim się żyje, czyli sąsiedztwo – hałaśliwe lub ubogie albo o nie-
znanych dochodach. Nie jest to jednak czynnik priorytetowy, 

− bezpieczeństwa: preferencje są czytelne – najistotniejsze są bezpieczeństwo 
na drogach, przejścia dla pieszych oraz bezpieczeństwo otoczenia takiego jak 
ulica, przystanek, dzielnica i bezpieczeństwo w miejscach publicznych. To 
ważna informacja dla tych służb, które są odpowiedzialne za organizację 
miast. To generuje konkretne zadania w społeczeństwie, w którym zgodnie  
z prognozą GUS, w 2020 r. co trzeci Polak będzie w wieku 65+. Mamy spój-
ność ocen z opiniami w zakresie mobilności. Dla osób starszych ważna jest 
również gotowość służb na sytuacje kryzysowe, 

− akceptacji: w zakresie potrzeb codziennej egzystencji istotne jest wsparcie 
dla osób wymagających pomocy, takich jak osoby starsze lub osoby niepeł-
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nosprawne. Powiązanie odpowiedzi jest najsilniejsze w całej grupie badanych 
zmiennych, silniejsze niż w ocenie zdrowie. To czytelne zadania dla polityki 
społecznej i wszelkich działań dla organizacji pozarządowych, które zawsze 
będą miały w tym zakresie w ocenie respondentów najwyższy priorytet, 

− przestrzeni publicznej: wydawać by się mogło, że jakość przestrzeni publicz-
nej ma bardzo ważne znaczenie dla seniorów. To podejrzenie znajduje swoje 
uzasadnienie w badaniach w dwóch perspektywach – istnienia oraz ilości 
miejsc publicznych, w których można realizować interakcje osobiste z inny-
mi członkami społeczności, oraz łatwość w dotarciu do tychże przestrzeni 
transportem zbiorowym. 

Dostosowanie miasta do potrzeb seniorów to zadanie wielowątkowe i wie-
loaspektowe. Wymaga nie tylko tworzenia śmiałej polityki miasta, ale umiejęt-
nie koordynowanej działalności praktycznie wszystkich służb miejskich oraz 
pozyskania przychylności wszystkich interesariuszy miasta. W sferze naukowej 
otwiera nowe pola badawcze. Jest wyzwaniem zarówno dla architektów, trans-
portowców, logistyków, którzy współtworzą przestrzeń miasta, ale też psycho-
logów, socjologów, lekarzy, fizykoterapeutów, specjalistów w zakresie świad-
czenia usług publicznych i finansistów, wreszcie – politologów i specjalistów 
public relations. W tych obszarach można i należy podejmować zadania propo-
nujące rozwiązania sprzyjające poprawie jakości życia seniorów w miastach. 
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ANALYSIS OF THE PREFERENCE OF THE QUALITY  
OF LIFE OF SENIORS IN CITIES 

 
Summary: Analysis of the preference of the quality of life of seniors in cities occurring 
demographic changes in the society are deciding about new areas of research. In particu-
lar preferences of the elderly were provided with examinations. Analysis of the prefer-
ence for which we will use a multidimensional statistical analysis in the quality assess-
ment of living in cities by older residents is a purpose of the article. Analysis will be 
conducted based on data obtained from the conducted questionnaire survey amongst an 
elderly men inhabiting the Silesian province. The questionnaire form was filed from a few 
blocks of questions, respondents answered on the ordinal scale. 
 
Keywords: multidimensional analysis of the preference, city, quality of life. 
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UBEZPIECZENIA ODPOWIEDZIALNOŚCI CYWILNEJ 

PODMIOTÓW ZA SZKODY WYRZĄDZONE PRZEZ 
NIEBEZPIECZNE PRODUKTY NIEŻYWNOŚCIOWE 

CODZIENNEGO UŻYTKOWANIA  
W GOSPODARSTWACH DOMOWYCH W POLSCE 

 
Streszczenie: Celem tego artykułu jest ocena stanu, możliwości i potrzeb w zakresie 
ubezpieczenia odpowiedzialności cywilnej podmiotów za produkt. Rozważania ograni-
czymy jedynie do odpowiedzialności cywilnej za produkty nieżywnościowe codzienne-
go użytkowania w gospodarstwach domowych. Pokażemy skalę alertów, a także możli-
wości ubezpieczenia podmiotów i ich odpowiedzialności cywilnej. 
 
Słowa kluczowe: niebezpieczne produkty nieżywnościowe codziennego użytku, ubez-
pieczenie odpowiedzialności cywilnej. 
 
 
Wprowadzenie 
 

Cechą charakterystyczną obecnej cywilizacji jest masowa produkcja różne-
go rodzaju produktów. Pomimo coraz większego postępu technicznego, organi-
zacyjnego i zabezpieczeń prawnych w dalszym ciągu są wprowadzane do obrotu 
produkty wadliwe czy niebezpieczne. Skala tych przypadków nie maleje, lecz 
wręcz wzrasta, gdyż wiele produktów powstaje w wyniku innowacyjności, po-
mysłów, które nie zostały do końca zweryfikowane przez konsumentów. Za złą 
jakość tych wyrobów wprowadzanych do obrotu odpowiadają producenci. Jest 
to odpowiedzialność cywilna za produkt. Wymagania konsumentów ciągle rosną 
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i spotyka się coraz więcej roszczeń konsumentów za wadliwe produkty skiero-
wane do sprzedaży. 

Wraz z rozwojem odpowiedzialności za produkt (nie tylko w Polsce)1 propo-
nuje się ubezpieczenie tej odpowiedzialności. Ubezpieczenie OC za produkt funk-
cjonuje w wielu krajach Europy i Ameryki Północnej. W Polsce również podej-
mowano próby wprowadzenia do praktyki ubezpieczeniowej takiego produktu. 

Ubezpieczenie OC za produkty żywnościowe wymaga odrębnego opraco-
wania. Stawiamy tutaj tezę, że objęcie ochroną ubezpieczeniową odpowiedzial-
ności za te produkty: 
− wzmacnia sytuację klienta, gdyż łatwiej uzyskać odszkodowanie, 
− ułatwia pracę sądów w zakresie rozpatrywania roszczeń wobec klientów, 
− chroni producentów różnych artykułów. 

Artykuł napisano w oparciu o załączoną literaturę. 
 
 
1. Pojęcie produktu (niebezpiecznego) codziennego użytkowania 
 

Zgodnie z art. 449 §2 k.c. przez produkt rozumie się „rzecz ruchomą, choć-
by została ona połączona z inną rzeczą. Za produkt uważa się także zwierzęta  
i energię elektryczną”. 

Zgodnie z art. 4491 §3 k.c. „niebezpieczny jest produkt niezapewniający 
bezpieczeństwa, jakiego można oczekiwać, uwzględniając normalne użycie pro-
gramu. O tym, czy produkt jest niebezpieczny, decydują okoliczności z chwili 
wprowadzenia go do obrotu, a zwłaszcza sposób zaprezentowania go na rynku 
oraz podane konsumentowi informacje o właściwościach produktu”. 

Zgodnie z art. 22 k.c. za konsumenta uważa się „osobę fizyczną dokonującą 
czynności prawnej niezwiązanej bezpośrednio z jej działalnością gospodarczą 
lub zawodową”2. 

Pod pojęciem wprowadzenia go do obrotu rozumieć będziemy dystrybucję, 
magazynowanie, a także włączenie do sprzedaży w sieci handlowej. 

Potrzeba zmniejszenia strat ponoszonych przez wprowadzenie do obrotu 
niebezpiecznych produktów przyczyniła się do: 
− wprowadzenia rejestru takich przypadków, 
− niezbędnego monitorowania (system RAPEX), 
                                                 
1  Por. m.in. M. Nestorowicz [1989], Ubezpieczenie odpowiedzialności cywilnej za produkt, 

„Wiadomości ubezpieczeniowe”, nr 5, s. 3-5. 
2  Obszerną wykładnię pojęcia „konsument” przeprowadził P. Kowalczyk [2014], Definicje kon-

sumenta w kodeksie cywilnym (obecnym i przyszłym) w kontekście najnowszych unijnych dyrek-
tyw konsumenckich, „Przegląd prawa handlowego”, nr 5, s. 18-25. 
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− systemu wczesnego ostrzegania o niebezpiecznych produktach spożywczych 
i środkach żywienia zwierząt (RASFF). 

W ramach odpowiedzialności za produkt mogą być włączone [Molęda, 2014, 
s. 40-41]: 
− wady konstrukcyjne, 
− przekroczenie ustawowego zakresu (umownego) odpowiedzialności cywilnej, 
− dostarczenie produktu innego niż uzgodniono3. 

Pod pojęciem produktów nieżywnościowych codziennego użytku będziemy 
rozumieć produkty, które zostały: 
− zakupione w sieci handlowej, 
− zidentyfikowani są producenci tych produktów, 
− nie służą celom spożywczym, 
− są użytkowane przez członków gospodarstw domowych. 

Z tego obszaru wyłączamy pojazdy samochodowe, gdyż zasługują one na 
odrębne opracowanie. 
 
 
2. Odpowiedzialność cywilna za produkt 
 

Już w 1972 r. Kongres USA uchwalił ustawę „O zabezpieczeniu konsumen-
tów przed szkodliwością (Consumer Product Safety Act). Ustawa ta regulowała 
różnego rodzaju zagadnienia związane z obrotem towarowym i jego skutkami 
[Chamski, 1977, s. 5]. 

Dyrektywa Ogólna w Sprawie Bezpieczeństwa Produktów z 15 stycznia 
2004 r., wprowadzona w 15 państwach UE, obowiązywać zaczęła w nowych 
państwach członkowskich. Dyrektywa poszerzyła zakres odpowiedzialności za 
produkt i obejmuje nią wszystkich dostawców w łańcuchu produkcji i dystrybu-
cji, w tym importerów i producentów części składowych, a także usługi. Te nowe 
przepisy oznaczają, że ciężar dowodu zostaje przeniesiony na producenta w przy-
padku strat na osobie. Poszkodowany nie musi już udowadniać zaniedbania. 
Wprowadzony tą Dyrektywą system odpowiedzialności gwarancyjnej oznacza, 
że dostawcy i producenci muszą dowieść, że zrobili wszystko, aby zapobiec lub 
zminimalizować ryzyko szkody na osobie jako ostatnim ogniwie łańcucha dostaw. 

Zgodnie z Dyrektywą 374/85 WE ustawodawca polski wprowadził art. 449 k.c. 
do 44911 ustalając dolny próg odpowiedzialności w wysokości 500 euro (art. 4497 §2), 

                                                 
3  Więcej na ten temat: R. Stefanicki (2009), Odpowiedzialność sprzedawcy z tytułu rękojmi za 

wady rzeczy a odpowiedzialność za zgodność towaru z umową. Część I, „Ekonomika przedsię-
biorstwa”, nr 11, s. 38-39. 



Stanisław Wieteska 278 

odszkodowanie nie przysługuje, gdy szkoda na mieniu nie przekracza tej kwoty 
[Sikora, 2013]. Kwotowe ograniczenie minimalnej wartości szkody, za które 
producent nie ponosi odpowiedzialności lub wprowadzający produkt do obrotu 
ma za zadanie wyłącznie z reżimu szkód drobnych. Jest to tzw. franszyza inte-
gralna, dzięki której ustawodawca ma na uwadze interes przedsiębiorców. 

W 2000 r. ukazuje się ustawa o bezpieczeństwie produktów [Dz.U. Nr 15 
poz. 179]. Również w tym roku wychodzi wykonawcze Rozporządzenie o sys-
temie monitorowania wypadków konsumenckich [Rozporządzenie Rady Mini-
strów z 20 grudnia 2000 r.]. Przez wypadek konsumencki rozumie się „każde 
zdarzenie zachodzące w związku z używaniem przez konsumentów produktów, 
którego następstwem jest zgon lub uraz wymagający udzielenia pomocy lekar-
skiej, w szczególności zatrucie dzieci w wyniku spożycia leków lub innych sub-
stancji chemicznych”. Nie są wypadkami konsumenckimi np. wypadki przy 
pracy, wypadki komunikacyjne, wypadki umyślne (samobójstwa, samookale-
czenia), przypadki napaści fizycznej innych osób. 

Ryzyko towarzyszące odpowiedzialności cywilnej za produkt, to m.in. 
[Molęda i Gołąb, 2011, s. 37-38]: 
‒ ryzyko szkód osobowych i rzeczowych, 
‒ ryzyko kosztów wycofania produktu, 
‒ ryzyko dodatkowych kosztów w przypadku wadliwości produktu (np. koszty 

zewnętrzne), 
‒ ryzyko obniżenia obrotów handlowych (kupno–sprzedaż), 
‒ inne ryzyka (np. reklamacje, regresy, utraty zysku), 
‒ ryzyko zanieczyszczenia środowiska. 

Przy ocenie ryzyka dotyczącego produktu zwraca się uwagę, czy ma się do 
czynienia z półfabrykatem, czy wyrobem gotowym. 

Również ważne są negocjacje i uzgodnienia w celu wyjaśnienia przyczyn 
okoliczności, a także poszukiwania dróg napraw w sytuacji kryzysowej związa-
nej z wprowadzeniem do obrotu wadliwego produktu. 

Odpowiedzialność cywilna dotyczy oddziaływania produktu na końcowego 
odbiorcę. Innymi słowy produkt powinien być bezpieczny w ciągu całego tzw. 
cyklu życia. 

Wdrożenie Dyrektywy 2001/95/WE Parlamentu Europejskiego i Rady  
z 3 grudnia 2001 r. w sprawie bezpieczeństwa produktów, które weszły w życie 
spowodowało, że stworzone zostały bardzo rygorystyczne wymogi wobec pro-
duktów wprowadzanych na rynek. 

Odpowiedzialność za produkt może objąć dość szeroki krąg podmiotów 
m.in. [Ravasi i Stigliani, 2013, s. 40-41]: 
− wytwórcę produktu lub producentów komponentów, 
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− osobę umieszczającą znak na produkcie (tzw. quasi-producent), 
− sprzedawcę, jeśli w ciągu 1 miesiąca nie jest on w stanie wskazać producenta 

w przypadku szkody, 
− kooperantów w produkcji, 
− projektantów produktu.  

Zwraca się uwagę, że ryzyko dostarczenia wadliwego produktu lub produktu 
innego niż uzgodniono, należy postrzegać nie tylko w relacji producent–konsument, 
ale przede wszystkim w relacji bussines to bussines (B2B) [Molęda, 2012, s. 33]. 
To właśnie w tym obszarze powstaje największe prawdopodobieństwo związane 
z odpowiedzialnością za produkt. Innymi słowy łańcuch producentów, dostaw-
ców, sprzedawców, kooperantów, kontrolerów i innych może być relatywnie 
długi i uzależniony od złożoności wprowadzonego produktu. Mówimy tutaj  
o „ogniwach łańcucha” także w relacjach rynku międzynarodowego. 

Odpowiedzialność producenta może mieć miejsce wobec każdej poszko-
dowanej osoby. Krąg osób poszkodowanych nie jest ograniczony co do miejsca  
i czasu. Roszczenia dochodzić mogą nabywcy rzeczy, użytkownicy oraz każda 
inna osoba poszkodowana nawet niebędąca użytkownikiem (np. przechodzień  
w razie wypadku komunikacyjnego spowodowanego konstrukcyjną wadą pojazdu). 
W razie szkód na osobie roszczeń mogą także dochodzić osoby pośrednio po-
szkodowane. 
 
 
3. Rola Urzędu Ochrony Konkurencji i Konsumentów (UOKiK) 
 

Nadzór nad bezpieczeństwem produktów nieżywnościowych w Polsce 
sprawuje UOKiK. Urząd wszczyna postępowanie po otrzymaniu od konsumen-
tów lub organów innych krajów UE informacji4 o produktach zagrażających 
życiu użytkowników. Coraz częstszy jest fakt, że przedsiębiorcy dobrowolnie 
zawiadamiają UOKiK o wykrytych nieprawidłowościach i podjętych działaniach 
naprawczych. Po zamieszczeniu informacji w Internecie i innych środkach ma-
sowego przekazu, UOKiK monitoruje przebieg akcji naprawczych. Na zlecenie 
UOKiK inspektorzy Inspekcji Handlowej przeprowadzają kontrolę producentów 
towarów i usług. Statystykę kontroli wybranych grup asortymentowych przed-
stawia tabela 1. 
                                                 
4  Warto w tym miejscu przypomnieć, że przez Komisję Europejską powstał system Rapex (Rapid 

Alert System for Non-Food Consumer Products) po to, by zapewnić wysoki poziom ochrony 
zdrowia i bezpieczeństwa konsumentów na obszarze Unii Europejskiej. Umożliwia on szybką 
wymianę informacji między państwami członkowskimi. W UOKiK funkcjonuje polski punkt 
kontaktowy dla tego systemu. 
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Tabela 1. Statystyka planowanych kontroli przez Inspekcję Handlu w Polsce  
w latach 2011-2013 

 

Lp. Przedmiot kontroli 2011 2012 2013 
1 artykuły rolno-spożywcze 3129 2360 9751 
2 artykuły nieżywnościowe i usługi 1805 1372 4463 
3 ogólne bezpieczeństwo produktów 1905 1162 1469 
4 zgodność z dyrektywami nowego podejścia 2237 1827 2130 

 
Źródło: Sprawozdania z działalności UOKiK za 2011, 2012 i 2013 r. 
 

Z danych zawartych w tabeli 1 wynika coraz większa liczba kontroli arty-
kułów. Szczegółowe wyniki kontroli prowadzonych przez UOKiK w Polsce 
przedstawia tabela 2. 
 
Tabela 2. Wyniki kontroli przeprowadzonych przez UOKiK w latach 2011-2013 
 

Lp. Wyszczególnienie 2011 2012 2013 
1 sprawy prowadzone 

 w tym zakończonych 
350 

◦ 
332 
260 

301 
241 

2 dobrowolne powiadomienia przedsiębiorców 93 123 89 
3 przebadane próbki w laboratoriach 

 w tym zakwestionowane 
◦ 
◦ 

5623 
1177 

5573 
1670 

4 próbki paliw płynnych skontrolowanych 
 w tym nie spełniające wymagań 

483 
4,14% 

468 
2,99% 

945 
3,92% 

5 gaz skroplony próbki skontrolowane 
 w tym nie spełniające wymagań 

◦ 
◦ 

451 
2,35% 

496 
2,22% 

 
Źródło: Sprawozdania z działalności UOKiK za 2011, 2012 i 2013 r. 
 

Z danych zawartych w tabeli 2 wynika, że wiele produktów nie spełniało 
podstawowych norm jakościowych. Spotyka się także dobrowolne zgłoszenia 
przez przedsiębiorców o wadliwych towarach skierowanych do sprzedaży np. 
ok. 2-4% paliw nie spełnia norm jakościowych. W 2013 r. do rejestru wpisano 
68 produktów, były to zabawki i sprzęt elektryczny.  
 
 
4. Studia przypadków 
 

Pierwszym symptomem, że wprowadzone do obrotu towary nie spełniają 
obowiązujących norm, mogą być reklamacje klientów. Wówczas konieczne jest, 
aby producent we właściwy sposób zapoznał się ze zgłoszonymi reklamacjami 
po to, by zakwalifikować ten towar jako niebezpieczny5. 

W świetle danych UOKiK w latach 2006-2007 najwięcej wyrobów nie-
zgodnych z zasadniczymi wymaganiami bezpieczeństwa stanowiły maszyny 
                                                 
5  Więcej na temat sposobów postępowania: J. Barlow, C. Moller (2001), Reklamacja, czyli pre-

zent. Strategia korzystania z informacji od klienta, PWN Warszawa. 
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(25%), sprzęt elektryczny (23%), zabawki (22%), wyroby budowlane (14%), 
środki ochrony indywidualnej (8%) [Zymonik i Wasińska, 2008, s. 27]. 

W szczególności niebezpieczne produkty stanowią zabawki dla dzieci, 
zwłaszcza tych w wieku 3-5 lat, gdzie ciekawość poznawania jest duża6. W tym 
celu ukazał się specjalny akt prawny [Rozporządzenie Ministra Gospodarki]. 

W latach 2005-2006 w Polsce Inspekcja Handlowa skontrolowała 5076 za-
bawek dla dzieci [Kosiarski, 2004]. W wyniku kontroli: 
− 1351 nie posiadało instrukcji od producenta lub importera, 
− 211 było źle oznakowanych znakiem CE bądź brakowało tego znaku, 
− 144 zabawki uzyskały złe wyniki laboratoryjne. 

Badania wykazują [Mamrot i in., 2005, s. 19-24], że niektóre zabawki dla 
dzieci wytwarzają w swoim otoczeniu pole elektromagnetyczne (PEM) o warto-
ściach przekraczających wartości dopuszczalne wg przepisów ochrony środowi-
ska. Wielkość ekspozycji zależy od rodzaju zabawki i wieku dziecka. Większość 
zabawek pochodziła z Chin. Przeprowadzony sondaż „Gazety Prawnej” PBS 
DGA i Radia PIN w 2006 r. wykazały, że [Aksztajn i Manikowski, 2006]: 
− ok. 24% respondentów zakupiło towar z wadą, 
− ok. 67% podjęło próbę złożenia reklamacji, 
− bezpośrednimi przyczynami nieskładania reklamacji były: brak wiary w jej 

skuteczność, niewielka wartość rzeczy reklamowanej, kłopotliwość procedur, 
− sprzedawcy niechętnie uznają reklamacje, 
− do wadliwych produktów, na które złożono reklamacje należały: obuwie 

(34%), sprzęt AGD (11%), usługi (10%), RTV (6%), części i akcesoria (8%). 
W latach 2003-2007 UOKiK skierował 77 zawiadomień o popełnionych 

przestępstwach związanych z wprowadzeniem niebezpiecznych produktów 
[Trocha, 2007]. 

Przeprowadzone w 2004 r. badanie produktów nieżywnościowych pocho-
dzących z Chin wykazało, że konsumenci ocenili jakość na 2,8 pkt. na 10 moż-
liwych. Średnia trwałość produktów na 27,3 miesiąca, zaś analogicznych wy-
tworzonych poza Chinami 72,12 miesiąca [Rogala, 2011, s. 40]. 

Alerty7 dla produktów nieżywnościowych (w 2007 r.) dotyczą [Ilkiewicz, 
2008, s. 34]: zabawek (31%), samochodów (15%), urządzeń elektrycznych (12%), 
oświetlenia (6%), kosmetyków (6%) oraz 30% innych artykułów. 

Z badań nad odpowiedzialnością za produkt przeprowadzonych przez  
K. Zymonika wynika, że przedsiębiorstwa można podzielić na dwie grupy:  
− pierwsza – przedsiębiorstwa mające certyfikowane systemy jakości,  
                                                 
6  Więcej na ten temat: B. Grynkiewicz-Bylina (2011), Procedura oceny bezpieczeństwa użytko-

wania zabawek, „Problemy jakości”, nr 12, s. 35-41. 
7  Alert oznacza zawiadomienie o wykryciu niebezpiecznych produktów. 
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− druga – przedsiębiorstwa niemające takich systemów bądź ubiegające się o takie 
systemy. 

Jak się okazuje, przedsiębiorstwa z grupy pierwszej są bardziej świadome 
odpowiedzialności za produkt niż te z grupy drugiej. Aby znaleźć się w grupie 
pierwszej, wymaganych jest wiele szkoleń, zmiany świadomości, a także dosko-
nalenia procesów technologicznych. Z badań K. Zymonika wynika m.in. [Zy-
monik, 2002, s. 34-37]: 
− ok. 5% przedsiębiorstw ma udokumentowane procedury rozpoznania ryzyka 

z odpowiedzialnością za produkt, 
− jedynie co trzecie przedsiębiorstwo gromadzi środki finansowe na ewentualne 

odszkodowanie będące rekompensatą dla klienta za poniesione straty spowo-
dowane wadliwym produktem, 

− niska znajomość reguł odpowiedzialności za produkt w świetle wymagań 
Unii Europejskiej, 

− niska świadomość skutków wadliwości produktów na tle obowiązujących 
przepisów prawnych dotyczących bezpieczeństwa ich użytkowania, 

− niska świadomość dotycząca braku ubezpieczenia odpowiedzialności cywil-
nej za produkt. 

Podsumowując: „Koszty i czasochłonność usunięcia niezgodności rosną 
wraz z kolejnymi fazami procesu produkcyjnego procesów przygotowująco- 
-wspomagających” [Fiodorow, 2011, s. 91]. 

Każdą wadę, która dotyczy wyrobów gotowych, należy zablokować, na-
prawić oraz przeanalizować wszelkie początkowe fazy, które doprowadziły do 
wysłania wadliwych produktów do klienta końcowego [Fiodorow, 2011, s. 91]. 
 
 
5. Ubezpieczeniowy punkt widzenia 
 

Ubezpieczenie OC za produkty codziennego użytku w gospodarstwach do-
mowych dotyczy produktów kierowanych na rynek na skalę masową. Przy zało-
żeniu masowości produkcji i dystrybucji mogą się pojawiać błędy przypadkowe 
w produkcji, których skutki powinny być objęte ochroną ubezpieczeniową. 

Już w 1980 r. Towarzystwo Ubezpieczeń i Reasekuracji Warta wystąpiło  
z ofertą ubezpieczenia odpowiedzialności cywilnej producenta (eksportera) za 
szkody i straty powstałe w związku z użytkowaniem i konsumpcją przez zagra-
nicznego nabywcę sprzedanych lub dostarczonych przez ubezpieczonego wyro-
bów, a także powstałej w następstwie: 
− śmierci, uszkodzenia ciała lub rozstroju zdrowia, 
− zniszczenia lub uszkodzenia cudzego mienia. 
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Również Państwowy Zakład Ubezpieczeń Obwieszczeniem Prezesa PZU  
w dniu 5 grudnia 1988 r. (MP 34 poz. 314) określił warunki ubezpieczenia od-
powiedzialności cywilnej za wady produktu [Bajońska, 1990, s. 39-42]. Ubez-
pieczenie za produkt niebezpieczny obejmuje szkody wyrządzone nieumyślnie, 
w tym wskutek rażącego niedbalstwa. Ubezpieczenie OC za produkt oferowane 
jest jako składnik ubezpieczenia OC dla przedsiębiorstw bądź jako dodatkowe 
ubezpieczenie. 

W 2011 r. funkcjonowały następujące przykładowe oferty towarzystw ubez-
pieczeniowych [Skibińska, 2011]: 
− Compensa – ubezpieczenie OC oferowane było w ramach produktu Compensa 

Firma przeznaczonego dla małych i średnich przedsiębiorstw (MSP), których 
majątek wynosi do 10 mln zł; założono sumę gwarancyjną do 1 mln zł (chodzi 
o firmy, które w ramach swojej działalności wprowadzają produkty do obrotu), 

− Ergo Hestia – OC za produkt niebezpieczny można wykupić w ramach OC  
z tytułu prowadzenia działalności gospodarczej lub użytkowania mienia, 

− Aviva – ubezpieczenie OC za produkt było dostępne w ramach ubezpieczenia 
OC ogólnego, 

− Allianz – umowa ubezpieczenia OC za produkt była umową dodatkową do 
ubezpieczenia OC działalności gospodarczej, 

− Warta – ubezpieczenie OC za produkt niebezpieczny zawarte jest w ubezpie-
czeniu OC za produkt i wykonaną usługę. 

Analiza ogólnych warunków ubezpieczeń odpowiedzialności cywilnej 
obowiązujących w 2015 r. wykazała, że8: 
− poprzednio wprowadzone ubezpieczenia OC za produkt są coraz lepiej dopa-

sowane do potrzeb, 
− odpowiedzialność cywilna za produkt jest wdrożona w formie dodatkowych 

klauzul. 
Wśród wielu badań nad ubezpieczeniem odpowiedzialności cywilnej za 

produkt należy wymienić pracę doktorską A. Gawrońskiego, który traktuje to 
ubezpieczenie jako instrument ochrony interesów konsumentów [Sangowski, 
1987, s. 42-44]. 

Autor zwraca uwagę na rolę tego ubezpieczenia, wskazując m.in. na: 
− problem wyrównania szkód konsumenckich, 
− tkwiące w błędach ludzkich postępowanie w szeroko pojętym procesie produk-

cji, dystrybucji i eksploatacji produktów (droga do poprawy jakości produkcji), 
                                                 
8  – Ogólne warunki ubezpieczenia Hestia Biznes, s. 23-25. 

– Ogólne warunki ubezpieczenia małych przedsiębiorstw, Mój biznes (19035) (§ 22) Compensa. 
– Ogólne warunki ubezpieczenia odpowiedzialności cywilnej AVIVA (Klauzula 14). 
– Ogólne warunki ubezpieczenia odpowiedzialności cywilnej Allianz (§ 3).  
Wszystkie w/w ogólne warunki zaczerpnięto ze źródeł internetowych. 
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− ewolucję prawa wokół ochrony interesów konsumentów, 
− ochronę sytuacji majątkowej sprawcy zwłaszcza małych i średnich przedsię-

biorstw, 
− seryjność produkcji, która może zawierać wadliwe rozwiązania, 
− zmniejszenie ilości spraw podejmowanych przez sądy (uproszczenie proce-

dur dowodowych), 
− nie obciąża praktycznie poszkodowanych żadnymi szkodami. 

Ogólnie autor przedstawia funkcjonowanie tego ubezpieczenia w samych 
pozytywnych relacjach. 

W praktyce ubezpieczeniowej brakuje standardu ubezpieczenia, w którym 
określone byłyby: zakres odpowiedzialności, wyłączenia, suma gwarancyjna, 
granice odpowiedzialności, sposoby likwidacji odpowiedzialności za konkretną 
grupę produktów (np. przemysłowych, farmaceutycznych). 

Pole ubezpieczeniowe 

Dla przykładu należy wskazać na następujące branże: (gdzie potrzeby są 
ogromne) motoryzacyjne, materiały budowlane, produkty chemiczne, żywność  
i napoje sprzęt AGD. 

Ochrona ubezpieczeniowa powinna objąć wszystkich producentów produk-
tów codziennego użytku w gospodarstwach domowych. 

Zatem pole ubezpieczeniowe jako maksymalna ilość podmiotów do ubez-
pieczenia jest bardzo szerokie. W celu zapewnienia bezpieczeństwa finansowego 
zakłady ubezpieczeniowe mogą ograniczać rozmiar pola, a także szkód, przez 
nieobejmowanie ubezpieczeniem producentów o najgorszych pod względem 
jakościowym produktach. 

Zakres ubezpieczenia 

Odpowiedzialność ubezpieczyciela następuje w chwili, gdy produkt bądź 
zbiór produktów włączony jest do obrotu handlowego w okresie ubezpieczenia. 
Końcową datą odpowiedzialności może być: 
− koniec okresu gwarancyjnego, 
− koniec przewidywanej trwałości (np. do spożycia, eksploatacyjnej). 

Ubezpieczone mogą być produkty ściśle zidentyfikowane, wraz z lokaliza-
cją terytorialną. We wniosku ubezpieczeniowym powinny być umieszczone 
m.in. informacje: 
− o sposobie produkcji, dystrybucji, transporcie i składowaniu, 
− sposobach kontroli wewnętrznej, 
− zasadach zarządzania ryzykiem (zarządzania w okresie sytuacji kryzysowej), 
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− systemach zabezpieczenia, 
− sposobach wycofania. 

Do wyłączeń w ubezpieczeniu OC za produkt zaliczyć możemy: 
− produkty testowane, prototypy, eksperymentalne, 
− komponenty narażone na ryzyko wycofania, 
− szkody spowodowane oddziaływaniem promieniowania, temperatury, 
− szkody spowodowane zamieszkami wojennymi, strajkami, manifestacjami, 

akcjami protestacyjnymi, 
− pogorszeniem się składu chemicznego, biologicznego i korozją, 
− umyślnego działania personelu obsługującego, 
− wydatki na sprawy sporne rozstrzygane przez sądy, kolegia itp., 
− niebezpiecznych zdarzeń przyrodniczych, 
− w okresie rękojmi i obowiązywania gwarancji9. 

Suma gwarancyjna 

Ważny element ubezpieczenia odpowiedzialności cywilnej stanowi suma 
gwarancyjna. Jak wiadomo suma gwarancyjna określona w umowie ubezpiecze-
nia OC stanowi górną granicę odpowiedzialności. Suma gwarancyjna wyrażona 
w jednostkach pieniężnych może być ustalona na jedno zdarzenie lub wszystkie 
zdarzenia powstałe w okresie ochrony ubezpieczeniowej. Początkowe ustalenie 
minimalnej sumy gwarancyjnej jest zawsze dyskusyjne. Umownie możemy za-
proponować 100 tys. euro za jedno zdarzenie i 500 tys. euro za wszystkie zda-
rzenia. W trakcie funkcjonowania ubezpieczenia praktyka ubezpieczeniowa 
skoryguje tę wysokość. Poza tym im większa suma gwarancyjna, tym wyższe 
składki ubezpieczeniowe. 

Aby ustalić minimalną sumę gwarancyjną, należy wziąć pod uwagę m.in.: 
− obszar wykorzystanych przepisów prawa, norm produkcyjnych, 
− protokoły kontroli i naprawy, audytów, 
− przestrzeganie technologii produkcji, 
− wysokość przewidywanych roszczeń, 
− wartość rocznej sprzedaży towarów. 

Ten ostatni parametr ekonomiczny jest potrzebny do kalkulacji składki 
ubezpieczeniowej. 
 

 

                                                 
9  Więcej na ten temat: K. Zymonik (2008), Gwarancja konsumencka (komercyjna), „Problemy 

jakości”, nr 2, s. 30-34. 
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Odpowiedzialność odszkodowawcza 

Zgodnie z art. 4491 §1 określa się, że kto wytwarza w zakresie swojej dzia-
łalności gospodarczej (producent) produkt niebezpieczny, odpowiada za szkodę 
wyrządzoną komukolwiek przez ten produkt. 

W myśl art. 449 §2 producent nie odpowiada za szkodę, „gdy właściwości 
niebezpieczne produktu ujawniły się po wprowadzeniu go do obrotu, chyba że 
wynikały one z przyczyn tkwiących poprzednio w produkcie”, również gdy „nie 
można było przewidzieć niebezpiecznych właściwości produktu, uwzględniając 
stan nauki i techniki w chwili wprowadzenia produktu do obrotu albo gdy wła-
ściwości te wynikały z zastosowania przepisów prawa”. 

Producent, wytwórca materiału, surowca, części składowej produktu, osoby 
trzecie odpowiadają solidarnie. 

W myśl art. 449 §1 i 449 §2 k.c. „odszkodowanie za szkodę na mieniu nie 
obejmuje uszkodzenia samego produktu ani korzyści, jakie poszkodowany 
mógłby osiągnąć w związku z jego używaniem oraz gdy szkoda nie przekracza 
kwoty będącej równowartością 500 euro”. 

Stopa składki ubezpieczeniowej 

Podstawą obliczenia stopy składki jest określenie częstości szkód (prawdo-
podobieństwa). Jest to możliwe w przypadku produktów jednorodnych pod wzglę-
dem gatunku, sposobu produkcji, cech jakościowych. Wówczas częstość możemy 
obliczyć, biorąc pod uwagę ilość roszczeń w stosunku do ilości wyprodukowa-
nych produktów. Jednakże dla celów ubezpieczenia OC za produkt powinniśmy 
wziąć pod uwagę producentów tych towarów. W szczególności: 
− pozycję marketingową, 
− reklamacje i skargi wnoszone przez klientów, 
− dane z raportów UOKiK, 
− rejestr nieuczciwych praktyk handlowych, 
− wyniki monitoringu wypadków konsumenckich, 
− obowiązujące przepisy o ochronie konsumentów [Ustawa z dnia 2 marca 2000 r.]. 

Słabe strony ubezpieczenia OC za produkt: 
− próba przerzucenia odpowiedzialności cywilnej za złą jakość produktów na 

zakłady ubezpieczeń, 
− wzrost szkód (roszczeń klientów) może spowodować spiralę wzrostu składek, 
− wzrost roszczeń może skutkować wzrostem wypłaconych odszkodowań i świad-

czeń, a nawet rent czy utraconych korzyści, 
− wzrost cen produktów i zahamowanie innowacyjności technicznych, 
− trudne do sprecyzowania granice odpowiedzialności. 
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Do tego należy wziąć pod uwagę dotychczasowe doświadczenia wprowa-
dzenia ubezpieczenia za produkt w innych zakładach ubezpieczeń. 

Pozostałe założenia ogólnych warunków ubezpieczeń powinny być uzgod-
nione ze wszystkimi komórkami zakładu ubezpieczeń. 
 
 
Podsumowanie 
 

Problematyka szkód spowodowanych przez niebezpieczne produkty nie-
żywnościowe okazuje się bardzo złożona z uwagi na zróżnicowaną ich ilość  
i przeznaczenie. Z artykułu wynikają następujące wnioski: 
− wymagania stawiane produktom nieżywnościowym przez Dyrektywy UE są 

coraz ostrzejsze, 
− ubezpieczenie odpowiedzialności cywilnej za produkty nieżywnościowe jest 

na rynku ubezpieczeń w stadium początkowym, 
− ilość alertów w stosunku do produktów niebezpiecznych nie maleje, 
− produkty niebezpieczne pojawiają się w wielu branżach przemysłowych. 

Ograniczone ramy artykułu jedynie naświetliły skomplikowaną problema-
tykę. Wymagane są dalsze szczegółowe badania. 
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LIABILITY INSURANCE FOR DAMAGE CAUSED  
BY DANGEROUS NON-FOOD PRODUCTS  

OF EVERYDAY USE IN HOUSEHOLDS IN POLAND 
 
Summary: A characteristic feature of the current civilization is the mass production of 
all sorts of products. Despite the greater technological progress, organisational and legal 
security, we see that the defective, dangerous products, are still marketed. Manufacturers 
are responsible for the poor quality of products, this is a civil liability for the product. 
Consumer demands continue to grow and meet more and more consumer claims for 
defective products targeted for sale. The purpose of this article is to assess the status, 
opportunities and needs for civil liability insurance for the product. We limit the analysis 
only to civil liability for non-food items of everyday use in households. We'll show you 
the scale of the problems, as well as opportunities for insurance for business entity and 
their civil liability. 
 
Keywords: dangerous non-food products of everyday use, liability insurance. 
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